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Resumen

Este trabajo tiene dos objetivos: por un lado, hacer una introducciéon a los fibrados
de Fell sobre grupos discretos, presentando la definicién, ejemplos y propiedades bésicas,
y por otro lado, probar algunos resultados nuevos que se refieren a la promediabilidad en
este contexto.

Entre los ejemplos de fibrados de Fell que presentamos, el principal de ellos es el de los
fibrados de Fell asociados a acciones parciales. Es por eso que incluimos las definiciones y
algunos resultados basicos concernientes a las acciones parciales y sus acciones envolventes
en el caso de espacios topoldgicos y C*-algebras. Asi mismo, incluimos un resultado nuevo:
dada una accién parcial o en una C*-algebra conmuntativa, con accién envolvente a® en
un espacio con unidad, si ¢ es un estado invariante por «, existe una dnica extensién a
una funcional lineal positiva invariante por aF.

La nocién de fibrado de Fell promediable que introducimos, presentada en [Exe97], es
una extensiéon de la caracterizacion de grupo promediable proporcionada por la propiedad
de contencién débil. Dado un fibrado de Fell B le asociamos dos C*-dlgebras, C*(B) y
C}(B). La primera de ellas se obtiene a partir de una propiedad universal, en tanto que
la segunda se obtiene a partir de una representacién. Ambas estédn relacionadas por un
morfismo sobreyectivo AT : C*(B) — C*(B). Decimos que B es promediable si A es un
isomorfismo, y esta situacién es ventajosa ya que C*(B) y C¥(B) se obtienen de formas
tan distintas.

Dados dos fibrados de Fell A y B de manera que A C B y se verifican otras condiciones
de compatibilidad entre ellos, A es promediable si y s6lo si B lo es (el directo de esta
propiedad es un resultado de F. Abadie, ver [Aba03], y el reciproco se prueba en este
trabajo). En particular, si « es una accién parcial y 8 es su accién envolvente, o es
promediable si y sélo si 8 lo es. Como corolario de este resultado probamos que toda
representacion parcial admite una dilatacién unitaria. Gracias al resultado sobre extensién
de estados invariantes y a la equivalencia de la promediabilidad de una accién parcial y
de su accion envolvente, obtenemos una generalizacion de una propiedad de Zeller-Meier
(ver [ZMG68, 5.2]) que relaciona la promediabilidad de un grupo con la promediabilidad
de fibrados sobre el grupo obtenidos a partir de acciones.

Las principales referencias bibliograficas de este trabajo son [Aba03] y [Exe97]
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Abstract

This work has two aims: on one hand, to introduce the Fell bundles over discrete
groups, presenting the definition, some examples and basic properties, and on the other
hand to prove some new results concerning amenability in this context.

Among the examples of Fell bundles that we present, the main one is the Fell bundle
associated to a partial action. Therefore, we include the definitions and some basic results
concerning partial actions and theire enveloping actions for the topological and C* cases.
Moreover, we include a new result: given a partial action o on a commutative C*-algebra
with enveloping action o on a unital space, any a-invariant state can be extended to a
unique af-invariant positive linear functional.

The definition of amenable Fell bundle ([Exe97]) is an extension of the amenable
group characterization provided by the weak containment property. Given a Fell bundle
B, it has associated two C*-algebras, C*(B) and C}(B). The first of them is obtained
from an universal property, whereas the second is obtained from a representation. Both
are related by a surjective morphism A : C*(B) — C*(B). We say that B is amenable if
AP is an isomorphism. This situation is an advantageous one because C*(B) and C(B)
are obtained by so different ways.

Given two Fell bundles A C B verifying further compatibility conditions, A is amenable
if and only if B is amenable (the direct part was proved by F. Abadie in [Aba03] and
the reciprocal is proved here). Then, if « is a partial action and S is its enveloping action,
« is amenable if and only if S is amenable. As a corollary, we prove that any partial
representation may be dilated to a unitary representation. Finally, using the result on
extensions of invariant states and the equivalence between the amenability of a partial
action and the one of its enveloping action, we obtain a generalization of a result of Zeller-
Meier ([ZM68, 5.2]). This result relates the amenability of a group to the one of a Fell
bundle over the group obtained from a partial action.

The main bibliographic references for this work are [Aba03] and [Exe97].
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8 Indice general

er*Introduccién

Este trabajo se propone presentar una revisiéon de algunos aspectos de la teoria de
fibrados de Fell sobre grupos discretos y probar algunos resultados nuevos que conciernen
a la propiedad de promediabilidad en dicho contexto. Antes de hacer una rapida descrip-
cién de este trabajo y de explicar dichos resultados, en los siguientes parrafos intentamos
hacer una breve introduccién historica a los fibrados de Fell, las acciones parciales, la
promediabilidad y las relaciones entre estos conceptos.

Desde los trabajos de Murray y von Neumann en 1936, los productos cruzados, ya
sea por acciones de grupos o semigrupos, o endomorfismos, jugaron un papel muy im-
portante a efectos de estudiar las algebras de operadores. A partir de esa fecha, diversos
autores trataron este tema, en un principio considerando acciones de grupos discretos y
més adelante de grupos topoldgicos. Por ejemplo, el trabajo de Zeller-Meier [ZM68] de
1968 considera el producto cruzado de una C*-algebra A en la que actia un grupo G tor-
cido por un 2-cociclo a. Varios productos cruzados pueden ser estudiados conjuntamente
desde el punto de vista de los fibrados de Fell, que podemos pensar como una abstraccion
de una graduacién de un dlgebra. Esta estructura fue introducida por Fell con el nombre
de “C*-algebraic bundle” entre finales de los 60 y principios de los '70 con el objetivo de
generalizar los trabajos de Mackey sobre induccién de representaciones. Los fibrados de
Fell resultaron ser una herramienta muy apropiada para desarrollar la teoria de productos
cruzados por acciones parciales introduciada por R. Exel en [Exe94] y continuada en los
siguientes afios por varios articulos de este y otros autores (ver, por ejemplo, [McC95],
[ENO02]|, [Aba03]).

Dado un fibrado de Fell B, es posible asociarle una C*-algebra C*(B), llamada C*-
algebra seccional plena, que fue estudiada por Fell (ver [FD88b], VI11.7.2). En [Exe97],
el autor asocia a un fibrado B sobre un grupo discreto G otra C*-dlgebra, la C*-dlgebra
seccional reducida C(B) (para el caso de un grupo G localmente compacto, ver [EN02]
y [Aba03]). Ambas C*-dlgebras estén relacionadas por medio de la existencia de un -
morfismo sobreyectivo AT : C*(B) — C*(B). Podemos ver al grupo G como un caso
particular de un fibrado de Fell trivial, en este caso las C*-algebras asociadas coinciden
con la C*-algebra universal C*(G) y la C*-dlgebra reducida C}(G) respectivamente y
el *-morfismo sobreyectivo entre ellas es la extensién de la representacién regular Af.
Gracias a la caracterizacién brindada por la propiedad de contencién débil, decimos que
G es promediable si AT es un isomorfimo. Extendiendo este concepto al contexto de los
fibrados de Fell, en [Exe97] se define que B es promediable si AT es un isomorfismo y se
introduce una propiedad de aproximacién que es condicién suficiente para que el fibrado
sea promediable. En particular, a partir de esto se prueba que es condicion suficiente para
que el fibrado sea promediable que el grupo G lo sea. Sin embargo, esta condicién no es
necesaria.

El primer capitulo de este trabajo se titula “Acciones parciales”. En la primera seccién
se presentan resultados que conciernen a la existencia y la unicidad de acciones envolventes
de una accién parcial en el caso topoldgico y en el caso de C*-algebras. Mientras que en
el caso topoldgico toda accién parcial admite una accién envolvente (es decir, una accién
global cuya restriccién sea la accién parcial), y ésta es tinica a menos de isomorfismos, en el
caso de C*-algebras no se puede asegurar la existencia, pero si la unicidad. Estos resultados
son tomados de [Aba03]. En la segunda seccién se prueba que si « es una accién parcial
en una C*-dlgebra conmutativa Cp(X) tal que tiene accién envolvente o en un espacio
Co(Y') con unidad, entonces un estado ¢ de Cy(X) G-invariante puede extenderse a una
funcional lineal positiva G-invariante en Cy(Y'). Este resultado serd utilizado al final del
trabajo.
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En el segundo capitulo, “Fibrados de Fell”, hacemos una revision de resultados que
incumben a esta estructura. En particular, nos centramos en la construccién de las C*-
algebras que asociamos a un fibrado mencionadas, asi como en las condiciones suficientes
de promediabilidad a las que hicimos referencia un par de parrafos antes. Ya que en este
capitulo aparecen por primera vez los grupos promediables, cabe aclarar que en lo que
se refiere a resultados previos que involucran a este concepto nos referiremos a [Mar04].
Algunos resultados probados en dicha monografia y usados en este trabajo, asi como las
definiciones basicas de este tema, estdn brevemente presentados en el apéndice B.

El dltimo capitulo, “Condiciones de promediabilidad” consta de tres partes. En la
primera nos ocupamos de la siguiente situacién: supongamos que tenemos dos fibrados
de Fell A y B de manera que A C B, y que ademéds hay un tercer “casi-fibrado de Fell”
€ entre ellos, de manera que los tres tienen “buenas” propiedades de compatibilidad.
En [Aba03] estd probado que si A es promediable entonces B lo es y en este trabajo
probamos el reciproco. Ambas pruebas se basan en establecer la equivalencia Morita entre
las C*-algebras seccionales, més concretamente, entre C(A) y C;(B) en el primer caso
y entre C*(A) y C*(B) en el segundo. Incluimos en el apéndice A algunas definiciones
y propiedades concernientes a modulos de Hilbert y equivalencia Morita que pueden ser
de ayuda para leer este capitulo. En el caso de acciones parciales, si A es el fibrado
asociado a un accion parcial y B es el asociado a su accién envolvente, deducimos que A
es promediable si y sdlo si B lo es. Como corolario de este resultado en la segunda parte
del capitulo, en analogia con lo hecho en [Aba03] para grupos promediables, probamos
que toda representacién parcial admite una dilatacién unitaria. En la dltima parte del
capitulo probamos una generalizacién de un resultado de Zeller-Meier (ver [ZM68, 5.2])
que establece que, dada una C*-algebra con unidad B en la que actda una accién § de
un grupo G, G es promediable si y sélo si § es promediable y en B hay un estado G-
invariante. En nuestra generalizacién, inmediata a partir del tltimo resultado del capitulo
1 y de lo probado en la primera secciéon de este capitulo, probamos que si A es una C*-
algebra conmutativa en la que actia una accién parcial a de un grupo G que tiene accién
envolvente en una C*-algebra con unidad, G es promediable si y sélo si a es promediable
y en A hay un estado G-invariante.

A lo largo de este trabajo, salvo que se explicite lo contrario, los grupos considerados
son discretos.






Capitulo 1
Acciones parciales

En este capitulo comenzamos por presentar las definiciones de accién parcial de un
grupo discreto sobre un espacio topolédgico y sobre una C*-algebra. En el caso topoldgico,
se prueba la existencia y unicidad de la accién envolvente (es decir, una accién global
de manera que la accién parcial sea una restricciéon de ella). Dado un espacio topolégico
localmente compacto y de Hausdorff X, podemos considerar la C*-dlgebra conmutativa
Co(X) y hay una correspondencia entre las acciones parciales en X y en Cy(X). Via esta
correspondencia se extiende la nocién de accién envolvente para una C*-algebra cualquiera.
Pero en este caso no podemos asegurar la existencia de una accién envolvente, aunque si la
unicidad. Estos resultados presentados en la primera seccién se encuentran en [Aba03] y
[Aba04]. Nos interesa en este trabajo considerar las acciones parciales sobre C*-dlgebras
pues, como veremos a comienzos del capitulo 2, nos proporcionan ejemplos de fibrados de
Fell cuya promediabilidad sera tratada en el capitulo 3.

En la segunda parte de este capitulo nos concentramos en el caso de C*-algebras
conmutativas. Probamos que si A = Cy(X) es una C*-dlgebra conmutativa en la que
actia una accién parcial « con accién envolvente o, cuyo espacio envolvente Cp(X€¢) tiene
unidad, dado un estado en A invariante por a podemos extenderlo a una funcional lineal
positiva en Cp(X¢) que es invariante por la accién envolvente. Este resultado sera aplicado
al final del trabajo.

1. Acciones parciales y acciones envolventes

DEFINICIONES 1.1. Sean G un grupo y D un conjunto. El par o« = ({ Dt }req, {@t }eq)
es una accién parcial de G en D si:

1. Cada D, es un subconjunto de D y oy : D;—~1 — Dy es una biyeccién, Vt € G.
2. D. =Dy Vs, t € G, asay C ag, es decir, si x € D1y ay(x) € Dy—1, entonces
T € Digy—1 y asai(r) = as(z).
Si G es un grupo topolégico y X es un espacio topolégico, un par a = ({ X } e, {an }iea)

es una accién parcial si es una accién parcial considerando X como un conjunto y ademas
se verifica:

= Cada X; es un subconjunto abierto de X y a; es un homeomorfismo, Vt € G.
s Iy ={(t,z) e GXxX : t€G,x € Xy-1} esabiertoen G x X y a: Ty — X tal
que «(t,x) = ay(x) es continuo.

La condicién 2. puede sustituirse por

» o =Idy y g1 = ()74, VL€ G
oy (X1 N Xs) = XN Xy, Vs, t € G.
= sy 0 Xp N X1 — X N X es una biyeccion y asay(r) = ag(r), Vo €
X1 N X(st)—17 Vs, t € G.
Si G es un grupo discreto y A es una C*-dlgebra, una accién parcial de G en A es una
accién parcial como conjuntos o = ({ D¢ }ieq, {at heq) que ademés verifica:

11



12 1. ACCIONES PARCIALES

= Cada D, es un ideal de A y oy es un isomorfismo de C*-dlgebras, Vt € G.

Si @ = ({Dihieas fahiea) v o' = ({D}}ica, {} heq) son acciones parciales de A y A
en G, donde A y A’ pueden ser conjuntos, espacios topoldgicos o C*-dlgebras, un morfismo
¢ : a — o es un homomorfismo ¢ : A — A’ tal que p(D;) C Dj, Vt € G y el siguiente

diagrama conmuta:
g

Dt—l Dt
‘l |+
D1/571 / ‘Dg

ay

EJEMPLO 1.2. Sea 8 una accién global continua en un espacio topoldgico Y (respecti-
vamente, una C*-algebra) y sea X un subconjunto abierto de Y (respectivamente, un
ideal). Entonces a = (3, es una accién parcial, con a = ({X;}ieq, {ai}iec), donde
X=X ﬁ,@t(X) y Oy Xt—l — Xt, at(x) = /Bt(ﬂi‘)

EsemMpLO 1.3. El flujo de una ecuacién diferencial es una accién parcial. Sea § =
f(y) una ecuacién diferencial, donde I es un subconjunto abierto de Ry f : I — R
es una funcién tal que Vrg € R existe una tnica solucién maximal que en 0 vale xg.
Llamamos ¢(t, x) a la evaluacién en t de la solucién que en el instante 0 vale z y llamamos
(w_(z),ws(z)) al intervalo maximo de definicién de dicha solucién. Sea X_; = {z € X :
t € (w_(z),ws(z))}, Vt € R. Entonces ¢ = ({ X e, {¢t}ec) es una accién parcial de R
en R, donde ¢ (z) = o(t, ).

TEOREMA 1.4. Sea o una accion parcial de un grupo G en un espacio topolégico X.

Eziste un par (1,af) tal que af es una accion continua de G en un espacio topolégico X°©
yL:a— af es un morfismo de acciones parciales con la siguiente propiedad:

Si B es una accion continua de G y ¢ : a — [ es un morfismo, existe un unico
morfismo ¥° : a® — [ tal que el siguiente diagrama conmuta:

Ademds el par (1, af) es inico a menos de isomorfismos y se cumple que:

1. «(X) es abierto en X°.
2. 1: X = 1(X) es un homeomorfismo.
3. X€ es la a-drbita de 1(X).

Demostracién: Consideramos la accién continua v : G x (G x X) — G x X tal
que (s, (t,z)) = (st,z). En G x X consideramos la siguiente relacién de equivalencia:
(r,x) ~ (s,y) sty solosi x € X,-1, y ay-1,(x) = y. Se cumple que si (r,z) ~ (s,y)
entonces y(r, x) ~ (s, y). Por lo tanto, si llamamos X¢ = G x X/ ~, v induce una accién
continua af : Gx X¢ — X°€ tal que af(¢, [(r, x)]) = [(tr, z)]. El mapa proyeccién q : v — o,
q(t,z) = [(t,x)], es un morfismo de acciones parciales.

Sea ¢ : X — X¢ definido por «(z) = [(e, z)]. Este mapa es un morfismo de acciones
parciales ya que, si x € X;-1, t € G, se verifica que [(e, a¢(x))] = [(¢,x)] y por lo tanto

var(z)) = [(e, au ()] = [(t, 2)] = a“([¢, (e, 2)]) = i (e(x)).

Veamos que el par (t,a¢) tiene la propiedad universal enunciada. Supongamos que
B:GXY — Y esuna acciéon y ¢ : a — [ es un morfismo de acciones parciales. Queremos
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hallar un morfismo ¢ : a® — 3 tal que ¥ = )¢ o 1. Para eso vamos a hallar ¢’ : v — 3
y probar que v’ induce, al pasar al cociente por ¢, el mapa que estamos buscando. El
siguiente diagrama puede aclarar lo que se explicé recién:

Es inmediato verificar que ¢/ : G x X — Y tal que ¢/((t,z)) = B(t,¢(x)) es un
morfismo de v en §. Si (r,z) ~ (s,y) entonces
w(y) - w<as*1r(x>) = 55717«(1#(35)) = ﬁs*lﬁr(w(x))

y por lo tanto ¢/'(s,y) = Bs(¥(y)) = Br(w(x)) = ¢'(r,x). Luego ¢’ induce ¢ : X¢ - Y
tal que ¥e([(t,z)]) = ¢/ ((t,z)) = Be(¢(x)). Es directo comprobar que ¢¢ : a® — [ es
un morfismo y hace conmutar el diagrama anterior. Ademds la condicién ¢ = 1€ o1 lo

determina:
([t 2)]) = P (a(t, [(e, 2)]) = Br(¥®(e(x))) = Be(¥(x))
y por lo tanto es tnico.

Por verificar esta propiedad universal, concluimos que el par (¢,a¢) es tinico a menos
de isomorfismos.

En cuanto a 3., utilizamos la siguiente notacién: si n7 es una accién de un grupo H en
un espacio B, la érbita de C C B por n es 0,(C) = {m(c) : t € H, c € C}. En el caso
que nos ocupa, X¢ es la érbita de «(X) por af porque:

Oae(1(X)) = {a®(t,u(z)) : t€ G,z e X}
= {a°(t,[(e,2)]) : te G,z e X}
{[(t,x)]) : te G,z € X}
= X°

Para probar que ¢(X) es abierto en X€¢, veamos que si U es abierto en X, entonces

¢ (¢(U)) es abierto en G x X:

¢ N U) = {(t,r) e Gx X : JucU tal que (t,z) ~ (e,u)}
{t,2) e Gx X : v € X4—1, ay(x) € U}
= a1 (U)NT,,

que es abierto en G x X.

Por dltimo, para probar que ¢ es un homeomorfismo sobre su imagen alcanza con probar
que es inyectiva. Esto es evidente ya que v(z) = ¢(z’) siy s6losi x € X y af(x) =2/, y
por lo tanto debe ser x = 2.

Podemos considerar X C X° y lo haremos de aqui en mas. Nétese que en particular

arX = « y entonces en el caso topoldgico todas las acciones parciales son como en el

ejemplo 1.2.
O

DEFINICION 1.5. Si a es una accién parcial, la accién o del teorema anterior es la
accién envolvente de «, X€ es el espacio envolvente y ¥¢ es el morfismo envolvente de ).

OBSERVACION 1.6. El espacio envolvente de una accién parcial en un espacio topolégico
de Hausdorff puede no ser de Hausdorff. Sean G = Zy = {—1,1} y X = [0, 1]. Consideramos
la siguiente accién parcial: X1 = [0,1], a1 = Idjg 1) y X1 = (a,1], a—1 = Id(4 1}, con a > 0.
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En el espacio envolvente X€, [(1,¢)] = [(—1,t)], V¢ € (a,1]. Por lo tanto, (1,a) y (—1,a)
no tienen entornos disjuntos.

PROPOSICION 1.7. Sea o = ({ X heq, {au}ec) una accidon parcial de G en un espacio
topologico de Hausdorff X. Sea

Gr(a) ={(t,z,y) e G X X x X : x € X;—1,4(x) =y}

el grafo de a. Si (a®, X€) es la accion envolvente de «, entonces X€ es un espacio de
Hausdorff si y sdlo si Gr(a) es cerrado.

Demostracion: Dada una red {(;, i, oy, (x;)) bier en Gr(a) tal que (¢, x4, o, (z;)) —
(t,z,y), veamos que y = ay(x). Por ser a® continua, af(t;, x;) — a(t,z). Pero a(t, $)z:
a(t,z), af(t;, z;) = alti, z;) y ati,z;) — y. Estamos Suponiezndo que X°€ es un espacio
de Hausdorff, luego por la unicidad del h’lmite, a(z) = y.

Reciprocamente, supongamos que Gr(a) es cerrado en G x X x X. Vamos a probar
)
que si asumimos que x¢, y® € X° no tienen entornos disjuntos, entonces x¢ = y°.

Sabemos que On,e(X) = X€ y por lo tanto podemos suponer que z¢ € X y existen
t € G,y € X tales que y° = af(y). Si U es un entorno de z y V es un entorno de y,
entonces existe zyy € UN oy (V). Debe ser xyy = au(yu,v), para algin yyv € ay(V). La
red {(t,yu,v,ru,v)}w,v) estd incluida en Gr(a) y converge, por definicién, a (t,y, ). Por
ser Gr(a) cerrado en Gx X x X, (t,y, x) debe pertenecer a Gr(«), de donde y¢ = ay(y) = =,
como queriamos probar.

g

EJEMPLO 1.8. Sean X un espacio topolédgico localmente compacto y de Hausdorff y
G un grupo discreto. Veremos que dada una accion parcial de G en X le corresponde una
Unica accién parcial de G en Cp(X) y viceversa.

Sea 0 = ({Xt}teq, {0t}tec) una accién parcial de G en X. Dado t € G, sea Dy =
Co(Xt) y sea ay : Dy—1 — Dy tal que oy(a) = aoo; ', Va € Dy-1. Nétese que Dy € Co(X),
extendiendo cualquier funcién de D; de manera obvia a todo X y mds concretamente Dy
es un ideal de Cy(X), Vt € G. El par a = ({D: }1eq, {a1 }teq) resulta ser una accién parcial
de G en Cp(X).

Reciprocamente, sea a = ({ D }teq, {ou }te) una accién parcial de G en A = Cy(X).
Dados dos ideales I, J de A el Teorema de Gelfand nos asegura la existencia de subcon-
juntos abiertos U, V' de X, tnicos en verificar que I = {a € A : a(z) =0,Vz ¢ U} y
J={ae€A: alx) =0,Vr ¢ V}. Ademads, aplicando el mismo teorema, si w : [ — J
es un homomorfismo de C*-algebras, existe un tinico homeomorfismo 6 : U — V tal que
w(a) = ao !, es decir, w(a)(z) = a(0~(z)) si x € V y w(a)(z) = 0 en otro caso. Esto
nos permite, V¢ € G, a partir de oy : Dy—1 — Dy, obtener oy : X;-1 — Xy, donde X3, X1

son subconjuntos abiertos de X y oy es un homeomorfimo, tales que
a siz e Xy
Dy ={ae€Cy(X) : az) =0,V & X3} y or(a)(z) = op (@)
0 en otro caso

Se verifica que 0 = ({X;}ieq, {0t }tec) asi construida es una accién parcial de G en X.
Por maés detalles de esta correspondencia, ver [Aba04].

Si o es una acciéon parcial de G en X con accién envolvente o en un espacio de
Hausdorff Y, entonces Cy(X) es un ideal de Cyp(Y') y la accién § inducida por o€ en Cy(Y)
verifica que:

- Blco(x) =ay
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» [B(Co(X))] :==span{f;i(a) : t € G,a € A} es denso en Cy(Y).
Estas condiciones sugieren la definicién que sigue.

DEFINICION 1.9. Sean G un grupo, A una C*-dlgebra y o = ({D¢}ec, {at }ec) una
accion parcial de G en A. Sea [ una accién continua de G en B, donde B es una C*-algebra
y A C B. Decimos que (3, B) es una accién envolvente de («, A) si

= A es un ideal de B.
L Oé:ﬁ|A.

= B=[5(A)].

OBSERVACION 1.10. La proposicién que sigue aborda el asunto de la existencia de una
accién envolvente para una accién parcial en una C*-dlgebra conmutativa. Como adelan-
tamos en la introduccion, en el caso C* no podemos asegurar la existencia de acciones
envolventes. La siguiente proposicién y la observacion a continuacién nos permiten probar
que no toda accién parcial tiene accién envolvente en el caso C*.

R Si A es un &lgebra de Banach conmutativa, denotamos A su espacio de Gelfand,
A = {h:A— C : h homomorfismo de dlgebras no nulo}. En dicho espacio consid-
eramos la topologia w*, caracterizada por h; w—> h siy sélo si hi(a) — h(a), Va € A. En
la préxima proposiciéon usaremos el teorema deZ Gelfand: si A es una CZ*—élgebra conmuta-

-~

tiva entonces A ~ Cp(A).

PROPOSICION 1.11. Sea o = ({ D¢ }ec, {at}tec) una accion parcial de G en una C*-
dalgebra conmutativa A y sea & la correspondiente accion parcial de G en A. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. Gr(@) es cerrado en G x A x A.
2. « tiene una accion envolvente en la categoria de las C*-dlgebras conmutativas.
3. «a tiene una accion envolvente en la categoria de las C*-dlgebras.

Demostracién: La equivalencia entre las dos primeras afirmaciones fue probada en
1.7 y es claro que la segunda condicién implica la tercera. Supongamos que (B, ) es una
accién envolvente de (A, ). Probaremos que B es una C*-algebra conmutativa. Notamos
Z(B) al centro de B. El ideal A de B es conmutativo y por lo tanto A C Z(B). En efecto,
sea una unidad aproximada {u;};c; de A. Si b € B,

ab = lim(ab)u; = lim a(bu;) = lim(bu;)a = ba.
(2 K3 (2
Nétese que Z(B) es invariante por 3, ya quesi z € Z, t € Gy b € B, entonces [5;(z)b =

Bi(z2Bs-1(b)) = Be(Bi-1(b)z) = bBi(2). En particular, 5,(A) C Z(B), Vt € G. Luego, B =
span{fi(a) : a € A, t € G} C Z(B) C By por lo tanto B es conmutativa.

g

OBSERVACION 1.12. Si o es una accién parcial de G en un espacio topolégico localmente
compacto y de Hausdorff X y 0¢ es su accién envolvente en un espacio Y, vimos que Y
puede no ser de Hausdorff. En ese caso, la accién « correspondiente a o en Cp(X) no
puede tener accién envolvente como C*-dlgebra. Si la tuviera, por la proposicién anterior
y la correspondencia entre acciones parciales en X y en Cy(X), Gr(o) seria cerrado en
G x X x X, contradiciendo la suposiciéon de que Y no es un espacio de Hausdorff. Luego,
en el caso de C*-dlgebras no se cumple siempre la existencia de acciones envolventes. Sin
embargo, en caso de que una accién parcial en una C*-algebra tenga accién envolvente,
ésta es Unica, como veremos en seguida.
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LEMA 1.13. Sea {Jy}reauna familia de ideales en una C*-dlgebra A. Sea ||| : A — R
tal que ||al|a = supyea{llaz|| : x € Jy, ||z]| < 1}. Entonces || - |a es una C*-seminorma

en A, [ la <- 1l w1l - |la es una norma si y sélo si span{x € Jy : X € A} es un ideal
esencial de A. En este caso, ambas normas coinciden.

Demostracion: Sea B = Il cp Ay, donde Ay = A, VA € A. Entonces B es una C*-
algebra con ||b]| = sup, ||bx]|. En B consideramos el siguiente ideal:

J:{(xA)EB:w,\EJA,V)\GA},

que es ademds un B-médulo de Hilbert a derecha con (,) : J x J — B, (x,y) = z*y.
El mapa n(b) : J — J tal que n(b)(x) = bx es adjuntable y tenemos un homomorfismo
n: B — L(J). Definimos el homomorfismo 77: A — £(J) como 7 =no¢,donde ¢ : A — B
es la inclusion t(a)y = a, VA € A. Se cumple que

lall = [ln(a) || = sup{{in(a)z]| = = € J, [lz]| <1} = [lalla,

para todo a € A.

Por 1ltimo, las normas coinciden si y solo si 7 es inyectiva, y esto ocurre si y sélo si
ar = 7(a)(x) = 0,V € J, entonces a = 0, es decir, si span{z € J\ : A € A} es un ideal
esencial de A.

0

TEOREMA 1.14. Sea o« = ({Di}iec,{at}ec) una accion parcial de G en una C*-
dlgebra A y sean (B, B) y (v, C) dos acciones envolventes de «. Entonces existe un tinico

isomorfismo ¢ : B — C' tal que ¢fr = 19, VI € G y ¢, = 1d,,.
Demostracién: Dado s € G, consideramos las siguientes C*-seminormas:

I-llsp:B—=R talque [|b]ls,p = sup{llbz| : z € Ss(A), [l=f| <1}
I-llso:C =R talque |eso=sup{fez| : = €vs(A), [lz] <1}

Gracias a que [ y 7 son acciones envolventes, los espacios generados por los ideales
{Bs(A)}sec v {7s(A)}sec son densos en A y por lo tanto el lema anterior nos perminte
concluir que |- |3 = supseq || - ls,8 ¥ [ [lo = supsec || - [ls.c-

Nétese que si a,b € A, t € G, entonces [i(a)b = vy(a)b. En efecto, si {u;};cr es una
unidad aproximada de D;-1,

Bi(a)b = lim By (au; )b = lim oy (au;)b = lim vy (au; )b = v¢(a)b. (1.1)
Probemos que si t1,t9,...,t, € Gy a1,a9,...,a, € A, entonces

| gmai) =] gwai)

Por lo observado al comienzo de la demostracién, alcanza con probar que Vs € G, Va €
A, |la]| €1, se cumple

‘c'

|3 Bransuta)] = | 32 (amta)|
1=1 =1
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Por ser 5 y s isometrias, usando 1.1, tenemos que:

|3 mean@] = .3 et
= [ At
= [ S eaten]
= (St

— [ @]
=1

Esto nos permite definir la isometria ¢ : [3(A)] — [v(A)] tal que ¢(>_1; By, (a;)) =
>oi1 v (ai), que se extiende de manera Unica a una isometria ¢ : B — C.

Es inmediato verificar que ¢f; = ¢, Vt € G, y que ¢, = 1d|,. Estas propiedades
determinan a ¢: ¢(B(a)) = np(a) = y(a), Vt € G, a € A, y por lo tanto ¢ es unico.

O

2. Estados invariantes por acciones parciales

DEFINICIONES 1.15. Sean ¢ una funcional lineal en una C*-algebra A y G un grupo.
Si o = ({D¢}ieq, {at fieq) s una accién parcial de G en A, decimos que ¢ es G-invariante
si se cumple que p(ay(a)) = ¢(a) para todo a € D1, t € G.

Sean X un espacio topolégico y ¢ una medidad de Borelen X. Sio = ({ X hea, {0t }ieq)
es una accién parcial de G en X, decimos que p es G-invariante si se cumple que Vt € G
y VE boreliano incluido en X;-1, u(o¢(E)) = pu(E).

OBSERVACION 1.16. Sea X un espacio topoldgico localmente compacto y de Hausdorff.
Recuérdese que si

M(X)={pn : p es una medida de Radon compleja en X},

el teorema de representacién de Riesz nos asegura que el mapa de M(X) en Cy(X)' tal
que a 4 le corresponde I, con I,(f) = [ fdp, es un isomorfismo lineal isométrico. En
particular, si ¢ es un estado en Co(X), existe p € M(X) tal que ¢ = I, y p es una medida
de probabilidad.

PROPOSICION 1.17. Sea X un espacio topoldgico localmente compacto y de Hausdorff.
Sean p € M(X) yo = ({Xthea: {ot}teq) una accion parcial de G en X. Sean ¢ =1, la
funcional correspondiente a p via el teorema de Riesz y o = ({Di}ieq, {outieq) la accion
parcial correspondiente a o en Co(X).

Entonces p es G-invariante si y solo si ¢ es G-invariante.

Demostracion: Comencemos por probar que si ¢ es G-invariante, entonces p es G-
invariante. Veamos primero que si t € G y K C X,-1 es compacto, entonces pu(K) =
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(ot (K)). Por ser una medida de Radon,
W) = b { [ Fdus e < f 7 € CoX Ron)}

= int{ [ fdn s e < F, € CX Ron), supp(f) € X1},

la segunda igualdad se verifica por el lema de Urysohn. Utilizamos la siguiente notacién: si g
es una funcién de un conjunto C' a los complejos, su soporte es supp(g) = {x € C' : g(x) # 0}.
En el caso que nos ocupa, obsérvese que supp(f) C X,-1 si y sélosi f € Dy = {a €
Co(X) : a(x) = 0Vx € X;-1}. Aplicando esto y la invariancia de ¢ = I,,, observando que
at(Xx) = Xg 0 (o)1 = X,,x)y ¥ sustituyendo at(f) por g, tenemos que:

W(K) = inf{ / ao(f)di = x < fr | € Co(X,R0), supp(f) € Xo1}
= inf{/at(f) dup - Xoyx) < ai(f), ar(f) € Ce(X,Rxo), supp(ay(f)) C Xt}

= inf{/gdu Xy < 90 9 € Ce(X,Rx0), suppg C X}
= p(ou(K)).
Si E C X,;-1 es un boreliano,

u(E) = sup{u(K) :
= sup{u(o(K)
= p(o(E)).

Reciprocamente, supongamos que u es G-invariante. Fijemos s € G. Nétese que si
E C X, -1, entonces

(0 (xp)) = / s (xp) dpi = / Youim A = p(os(B)) = u(E) = 9(xs).

K C E, K compacto }
)+ o

0i(K) C oi(F), oi(K) compacto }

Sea f = Zle )\Z-XEi, donde F; C X -1, \; € C, E; boreliano en X, entonces,

k k

k
plas(f) = 9 (D ashixg,)) = 3 diw(asxs,)) = D Aie(xe,) = #(f)-

i=1 =1

Si f € Cu(X,4-1), existe una sucesién de funciones simples {gy, }nen, acotadas en valor
absoluto por f y que convergen a f en C.(X,-1). Aplicando el teorema de convergencia
dominada y la invariancia de las funciones simples por «, tenemos que ¢(f) = ¢(as(f)).

Para terminar, sea ¢ : Co(X,-1) — C tal que ¢s(f) = [as(f)dp. Acabamos de
probar que (@), x ) = Plox.,, Y como Ce(X4-1) es denso en Cp(X,-1), debe ser

¥s = Plogx - Por lo tanto dado s € G, ¢(f) = p(as(f)), Vf € Dy-1, como queriamos

probar.

O

LEMA 1.18. Sean X un espacio topoldgico, G un grupo, o = ({Xi}eq, {0t }eq) una
accion parcial de G en X y p una medida de Borel G-invariante en X. Sean X¢ y o€ el
espacio envolvente y la accion envolvente de o.

Supongamos que E es un subconjunto de X€¢ tal que existen ti,ts,...,tp € G y
FEq, Es, ..., E, subconjuntos borelianos de X tales que E = Lﬂleofi(Ei). Entonces:
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1. Si existen s1,S9,...,8 € G y F1, Fy, ..., F} subconjuntos borelianos de X tales que
l k
E= &nglafj (F}j), entonces Y,y p(Fy) =321 p(E;).
2. Si F C X¢ es tal que F = &J;”:lag?(Fj), con $1,82,...,8m € G y Fy,Fy,..., Fp
subconjuntos borelianos de X, y E C F, entonces > iy ju(E;) < 3700 u(Fy).

Demostracién: Alcanza con probar 2.

Sea Ey; = (of) (of.(E;) N o5, (Fj)). Nétese que of (Eij) = of (E;) N os,(Fj), que
es boreliano en X°, y por lo tanto E;; es boreliano en X. Andlogamente, sea Fj; =
(GSj)*l (o8 (E:) N o, (F})), se cumple que o5, (Fji) = of, (Eyj).

Obsérvese que si E, F C X verifican que of(F) = o(F) entonces pu(F) = u(F). Se
cumple que E = o7, (F) C oy (X)NX = X;1,. Entonces £ C X1,y FF C Xy
Luego

e
t—1ls

1(E) = p(oi-1,(F)) = plop-15(F)) = p(F).

Por lo tanto, probamos que p(E;;) = p(Fj;), Vi, j. Se cample que E; = &Jé-:lEij yF; 2
Wk Fj;. Siz € E;, entonces of.(z) € Lﬂézlagj (F}). Luego, existe un tinico j € {1,2,...,l}
tal que of (z) € of (F)) y entonces existe un tnico j € {1,2,...,1} tal que = € Ej;.
De manera analoga se prueba la inclusién que involucra a F). Deducimos entonces que

! )
W(E;) =Yy w(By) y u(Fy) > Soi u(Fji). De aqui que

k l
D n(E) =) (k) Zu ji) SZ
i=1 i, j=1

como queriamos verificar.

LEMA 1.19. En las hipdtesis del lema anterior, supongamos que E es un subconjun-
to boreliano de X€¢ incluido en un compacto K. Entonces existen ti,ts,...,t, € G vy
E1, Es, ..., E, subconjuntos borelianos de X tales que E = W} oy (E;).

En partzcular, st X¢ es compacto, todo subconjunto boreliano admite ser escrito de esa
manera.

Demostracién: En la prueba de la existencia de X¢ vimos que X¢ = Oy¢(X) y que
X es abierto en X€, por lo tanto {of(X)}tcq es un cubrimiento por abiertos de K, que
es compacto. Entonces existen t1,to,...t, € G tales que K C UL 0f(X) = Wi 0f, (X )
eligiendo X7 = X, X5 = X\Xt2_1t1 yX; =X\ L,IZ.:1 £l Vj = 3,...,n. Esta iltima
afirmacion se debe a que

X,-1, = 0'671
tj t; tj

(X)nX = Ute;l(atei(X) ﬁcrtej(X)).

ti
Al considerar o, (X \ X,-1, ) estamos retirando los elementos que estdn en la interseccién
1] 7
de 0§ (X) y of.(X), asegurdndonos de esta manera que la unién es disjunta.
t; t; ’

Por lo tanto, si E C K, E = (W, 0f,(X;)) N E. Sea E; = X; N (cf,(E)), que es un
subconjunto boreliano, Vi. Entonces £} = Wi, 0f (F;), como querfamos probar.

g

TEOREMA 1.20. Sean X wun espacio topoldgico localmente compacto y de Hausdorff y
o = ({Xt}iea, {0t }eq) una accion parcial de un grupo G en X. Supongamos que la accion
envolvente de o es (0¢,X¢) y que X¢ es un espacio de Hausdorff.

Si o es una medida de Radon positiva y G-invariante, entonces existe una unica medida
de Radon positiva y G-invariante en X€ que extiende a .
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Demostracion: Si K es un subconjunto de X€ tal que existen E1, Fo, ..., Ey, subcon-
juntos borelianos de X y ti1,12,...,t, que verifican K = W} 07 (E;), definimos v(K) =
ZZ 1 W(E;). Como vimos antes, los subconjuntos compactos de X¢ admiten descomposi-
cion de ese tipo. Antes probamos que v(K) no depende de la descomposicién de K elegida
y que es una funcién mondtona en aquellos subconjuntos de X¢ que admiten una descom-
posicién como la de los compactos. Ademés v(K) < oo, VK compacto en X€, y se verifican
las siguientes aditividad y subadivitidad:

1. SiK; = UZ 1‘7t (Eij), Vi = ...,ny los subconjuntos K; son dos a dos disjun-
tos, entonces
n

V(4. j= 1K) = v(w; 501, (E ZN i) Z v(Kj).

=1

2. Si Ky, Ks, ..., K, son subconjuntos, no necesariamente dos a dos disjuntos, que
. e e, n — n / / .
admiten una descomposicion, entonces szlKJ = Lﬂjlej, con Kj C Kj y por lo
tanto

v(Ujo, K;) = v(¥)_, Kj) = Z K'SZ

Sea v(U) = sup{v(K) : K C U, K compacto}, YU abierto en X¢. Definimos
v'(E) =inf{v(U) : ECU,U abierto}, VE C X°.
Vamos a verificar que v* es una medida exterior.
Obsérvese que si U es abierto, v*(U) = v(U) y si U = Wr_ 07, (U;), U; € X, entonces
v(U) =5 u(U;), por la regularidad interior de .
Veamos que si K es compacto, v(K) = v*(K). Es inmediato que v(K) < inf{v(U) :
K C U, U abierto}. Por otra parte, si ¢ > 0, podemos hallar U abierto que incluye a K
y que verifica v(U) < v(K) + ¢ gracias a la regularidad de p. En efecto, supongamos que

K = Uk 101, (E;). Dado € > 0, por ser u una medida regular, existe U; abierto en X tal
que p(U;) < u(E;) + ¢/k, para todo i = 1,2, ..., k. Entonces,

k
Z,u <Zu —l—z—:/k‘—z,u =v(K)+e.

=1 i=1

Notese que U = Uleafi(Ui) es un subconjunto abierto de X€ y que

k
< ZM(Ui) <V(E)+e,
i=1

donde en la primera desigualdad estamos aplicando la subaditividad verificada en 2.

Es claro que v(U) > 0, por ser u > 0, y por lo tanto v*(F) > 0, VE. También es
inmediato que v*(0) = v(0) = u(0) = 0. Para verificar que v* es monétona, obsérvese que
si E C F'y V es un abierto tal que V' O F, entonces V O E. Luego, v*(F) < v*(F).

Veamos que v* es numerablemente subaditiva, es decir, si {E,}n,eny € X€, entonces
v (UnenEn) < 32 en vV (En).

Supongamos primero que v*(UE,,) < oo. En este caso, v*(E,,) < oo, Vn € Ny entonces,
dado € > 0, por la definicién de v*, existe V,, abierto en X¢ que contiene a E,, y verifica
v (En)+e/2" > v* (V). Sea V = UpenVy. Vamos a probar que v(V) <e+3  v*(En)y
por lo tanto, haciendo tender ¢ a 0, probamos que v(UpenEn) < >, oy V" (Ey). Sea K un
subconjunto compacto de X€ incluido en V; {V,, },,en es un cubrimiento por abiertos de
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K y entonces existen V;,,...,V;, tales que K C U;‘?:lVi].. Para cada j, sea K; = Vi, N K.
Entonces

v(K) =

M?r

k
v( Zy Zl/(Vn) < ZV*(En) +e.
j=1

7=1 neN neN

Luego, v(V) =supv(K) < ) nV*(En) + €, como queriamos probar.

Ahora vamos a verificar que si v*(UpenEy) = 00, entonces ) v*(E,) = 0o. Pode-
mos suponer que v*(E,) < oo, Vn € N, ya que en caso contrario no hay nada que probar.
Fijamos m > 0 arbitrario y vamos a probar que )y v*(E,) > m. Dado € > 0, si n € N,
existe U,, D E,, abierto tal que v*(U,) < v*(E,)+¢/2". Sea V = UpenUpn, V 2O UpenEn y
por lo tanto v(V) = oo. Entonces, podemos elegir K C V' compacto tal que v(K) > m+1.
Eligiendo un subcubrimiento U;,, ..., U;, de {Uy}nen, tenemos que

k
> v zz (Ui, NK) > v(K) >m+ 1.

neN
Por lo tanto, >, cnv*(En) +€ > m + 1y entonces ) V" (E,) > m.

Hasta el momento probamos que v* es una medida exterior. A continuacién vamos
a demostrar que los borelianos son v*-medibles, para esto alcanza con verificar que los
abiertos lo son, es decir que si ' es un subconjunto de X€¢ y U es abierto, entonces
v (E) > v (ENU)+v"(ENU°.

Si v*(F) = o0, no hay nada que probar. Supongamos entonces que v*(E) < co. Vamos
a considerar primero el caso en que F es abierto. En este caso, E N U es abierto y por lo
tanto, sie > 0, existe un subconjunto compacto K incluido en ENU tal que v*(ENU)—¢ <
v(K). Andlogamente, como ENK¢ también es abierto, existe un subconjunto compacto K’
tal que v*(ENK®)—e < v(K'). Obsérvese que KNK' =0, K'Y K CEy ENK® D ENU.
Entonces,

v(E) > v(KWK') = v(K)+v(K") > v (ENU)+v*(ENK®)—2¢ > v*(ENU)+v* (ENU¢)—2¢
y concluimos que E es v*-medible.

Si E es un subconjunto cualquiera tal que v*(E) < oo, dado € > 0 elegimos V' abierto
que incluye a F y verifica v*(E) > v(V)) —e. Por ser V abierto, como acabamos de ver, se
tiene que v(V) > v(VNU) +v*(V NU®). Entonces,

VI(E) >v(VNU)+v"(VNU)—e>v(ENU)+ v (ENTU°) —

Probamos entonces que v(E) = inf{v(U) : U 2 E, U es abierto} define una medida
en los borelianos de X*¢. Esta medida es de Radon por definicion. Resta tinicamente probar
que extiende a g y que es invariante por o®.

Sea un conjunto boreliano £ C X. Si E es compacto, E = ¢S(E) y v(E) = pu(E). Si
E es abierto, para hallar v(F) consideramos subconjuntos compactos de E, y por lo tanto
v(E) = u(E). Por tultimo, si E es cualquier boreliano, v(E) < v(U) = pw(U), VU C X,
U abierto que contiene a E, y por lo tanto v(E) < u(E). Pero si U es abierto en X€ y
contiene a F, U N X es abierto en X, contiene a Fy up(UNX) =v(UNX) <v(U), de
donde v(E) = p(E).

Para verificar la invariancia de v por ¢¢ alcanza con probarla para los subconjuntos
compactos de X€. Si K = Lﬂleafi(Ei), entonces Vs € G,
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Con respecto a la unicidad de v, obsérvese que si 1 es otra medida con las propiedades
del enunciado, v deben coincidir en los compactos, por ser G-invariantes y extender a
) 9
. Pero entonces coinciden en los borelianos, por ser de Radon.

O

COROLARIO 1.21. En las hipdtesis del teorema anterior y siguiendo la notacion aht uti-
lizada, st X¢ es compacto, entonces la medida v es finita.

Demostracion: La medida v construida en la demostracién del teorema es de Radon,
y en particular, finita en los compactos.

g

TEOREMA 1.22. Sean A = Cy(X) una C*-dlgebra conmutativa, G un grupo y o =

({D+t}iea, {at}iec) una accion parcial de G en A. Supongamos que « tiene accion envol-
vente (af,Co(X€)) y que Co(X€) tiene unidad.

Si o es un estado G-invariante sobre A,entonces ¢ se extiende a una unica funcional
lineal positiva G-invariante de Co(X€).

Demostracién: Por el teorema de Riesz, a ¢ le corresponde una medida de probabilidad
1, que es invariante por o, la acciéon parcial correspondiente a o en X, por la proposicion
1.17. Por el teorema 1.20, i se extiende de manera tnica a una medida de Radon positi-
va G-invariante en X¢ que llamamos v. Estamos suponiendo que Cy(X*€) tiene unidad, o
equivalentemente, que X¢ es compacto, y esto nos permite afirmar que v es finita. Nue-
vamente aplicando la proposicién 1.17, a v le asociamos una funcional lineal positiva en
Co(X€), que llamamos ¢ y que es G-invariante. Como v extiende a u, 1 extiende a ¢, y
de la unicidad en el caso de las medidas se deduce la unicidad en este caso.

g

OBSERVACION 1.23. Podriamos haber probado el teorema anterior de manera més
directa si en 1.20 hubieramos supuesto la compacidad de X¢. En ese caso, VE boreliano
en X¢ FE admite una descomposicién de la forma £ = W' 07 (E;) y podriamos haber
definido directamente v(E) = Y u(E;). Se verifica directamente que v es una medida de
Radon sin necesidad de extenderla a una medida exterior.



Capitulo 2

Fibrados de Fell

El objetivo de este capitulo es hacer una introduccién a los fibrados de Fell sobre
grupos discretos y presentar la nociéon de promediabilidad en este contexto.

En la primera seccion introduciremos la definicion de fibrado de Fell asi como algunos
ejemplos, entre ellos, los fibrados de Fell asociados a acciones parciales. Ademas, dado
un fibrado de Fell B le asociaremos una C*-dlgebra C*(B), llamada C*-dlgebra seccional
plena de B.

En la siguiente seccién, luego de presentar las representaciones en el contexto que
estamos considerando, nos concentraremos en una en especial: la representacién regular
a izquierda de B. Esta representacion nos permitird asociar otra C*-dlgebra a B, la C*-
algebra seccional reducida de B, que notaremos C;(B). Extendiendo la caracterizacién de
grupo promediable obtenida a partir de la propiedad de contencién débil, decimos que el
fibrado B es promediable si C*(B) ~ C}(B).

La tercera seccién estd dedicada al andlisis de la relacién entre un fibrado de Fell B
y sus posibles C*-dlgebras graduadas asociadas. En particular, veremos que entre las C*-
algebras graduadas asociadas a B, C*(B) es en algin sentido la mayor y, si incluimos una
condicién méas, C(B) es la menor.

En la dltima secciéon probamos una condicién suficiente para que un fibrado sea prome-

diable, la condicién llamada “propiedad de aproximacion”. En particular, esta propiedad
nos permite probar que los fibrados sobre grupos promediables son promediables.

Los resultados de este capitulo se encuentran en [FD88a], [FD88b| y [Exe97].

1. Fibrados de Fell

DEFINICION 2.1. Sea B = (B, 11, @), donde B es un espacio topoldgico de Hausdorff, G
es un grupo discreto y I : B — G es un mapa continuo y sobreyectivo. Sea B; := II71(t),
para todo t € GG, llamada fibra en ¢.

Decimos que B es un fibrado de Banach algebraico si esta dotado de los siguientes
mapas con las siguientes propiedades:

» Un mapa suma + : By X By — B; continuo, Vt € G.

= Un mapa producto escalar - : C x By — B; continuo, Vt € G.

» Una norma continua || - || : B — C tal que By es un espacio de Banach, Vt € G.

= Un mapa producto - : B x B — B tal que B;B; C By, Vs,t € (G, es bilineal,
asociativo y submultiplicativo.

DEFINICION 2.2. Decimos que un fibrado de Banach algebraico B = (II, B, G) es un
fibrado de Fell si hay una involucién * : By — B;—1, Vt € G, que es antilineal e isométrico,
cumple (ab)* = b*a* y ademds se verifica ||b*b]| = ||b]|> y b*b > 0, Vb € B. Nétese que
el conjunto las condiciones, excepto la positividad de b*b, implican que B, llamada fibra
unidad, es una C*-algebra, por lo cual tiene sentido considerar elementos positivos.

23



24 2. FIBRADOS DE FELL

NOTACION 2.3. Dado un fibrado de Banach B = (B,II,G), en algunas ocasiones
escribiremos b; con el propdsito de remarcar que el elemento b; de B pertenece a la fibra B;.

EJEMPLO 2.4. Sean G un grupo discreto y C' una C*-algebra. Supongamos que Vt € G
existe Cy, un subespacio cerrado de C, tal que CsCy C Cqp y (Cp)* € Cy-1, Vs, t € G.

Si B ={(tya) :t € Gya € C;} yII : B — G es tal que II(t,a) = t, entonces
B = (B,II,G) es un fibrado de Fell con las siguientes operaciones:

w (t,a) + (t,0) = (t,a+b),
» A(t,a) = (t, Aa),
» (s,a)- (t,b) = (st,ab)
= ||t a)]| = [lall,
= (t,a)" = (tilﬂa*%
Vs,t € G,a,be C,\ € C.

Si ademds de las condiciones mencionadas antes, (C, {C} }ieq) verifica que los subespa-
cios son linealmente independientes y el espacio que generan es denso en C, decimos que
(C,{Ci}ieq) es una C*-dlgebra graduada. Veremos mds adelante, en la proposicién 2.23,
que a todo fibrado de Fell podemos asociarle una C*-algebra graduada.

EJEMPLO 2.5. Sean A una C*-dlgebra y G un grupo discreto. El fibrado de Fell trivial
es B = (G x AllgG), donde Il : A x G — G, Ilg(t,a) =t y las operaciones son las
siguientes:

= la suma, el producto por escalares y la norma de A,
= el producto (s,a)(t,b) = (st,ab), Vs,t € G,a,b € A
» y la involucién (s,a)* = (s7%,a*), Vs € G,a € A.

En particular, si A = C llamamos fibrado del grupo al fibrado obtenido.

EJEMPLO 2.6. Sean A una C*-dlgebra, G un grupo discreto y a = ({D; } e, {t fec)
una accién parcial de G en A. El fibrado de Fell asociado a « es B, = (Bq, I, G), donde
By ={(t,z) :x € D,t € G}, 11 : By, — G, II(t,z) = t y las operaciones son las siguientes:

= la suma, el producto escalar y la norma inducidos naturalmente por la estructura
de A,

= el producto (Sal‘)(tay) = (Sta O‘S(as_l(x)y))7 V(S,l’), (tyy) € By

» y la involucién (s,z)* = (s71, ay-1(z*)), V(s,7) € B,.

En particular, si « es una accidn, el producto es (s, z)(t,y) = (st, zas(y)), ¥(s,x), (t,y) €
Bq

DEFINICION 2.7. Si B = (B,II,G) es un fibrado de Fell, una seccién de B es una
funcién f: G — B tal que f(t) € By, Vt € G.

Llamamos C.(B) = {f seccién de B : #supp f < oo} al espacio de las funciones de
soporte compacto.

Sea I1(B) = {f seccibn de B : >, If(t)]| < oo}. El mapa | - |1 : I*(B) = C,
Ifllt = > icq If ()] es una norma, y el espacio resulta ser completo con respecto a ella
(ver Fell 11.15.9). Definimos ademés un producto y una involucién:

Si f,g € I'(B), sea
(f*g)(t) =) fls)g(s™'t) Vteq.
seG

Nétese que Vs, t € G, f(s)g(s~'t) € B;. Como B; es un espacio de Banach, alcanza con
acotar Y ¢ || f(s)g(s7't)|| para probar que la serie >, ¢ f(s)g(s~'t) converge en B;. Si
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llamamos Ny a la funciéon Ny : G — C tal que N¢(t) = || f(t)]|, se tiene que || f||1 = || N¢]|1,
donde en el primer término nos referimos a la norma en I'(B) y en el segundo a la norma
en [1(G). Por lo tanto, si f,g € I1(B),

Yl (s)g(s IOl < D Nyp(s)Ng(s™'t) = (Ng = Ny)(t),
seG seG
de donde f * g es una seccién de B. Es inmediato verificar que || f * g[[1 < || f]l1]|gll1, luego
f*gell(B).
En cuanto a la involucién, definimos
) =ftH* vtea.

Se tiene que f(¢t71) € By-1, luego f(t71)* € (By-1)* C By, y ademas || f*||1 = > e 175 (#)]| =
Y oiea lFE=H* = > otea IFE I = |Ifll1, de donde f* € I*(B). Se verifica directamente
que (f*g)" =g** f*y que * es antilineal.

De todo lo anterior se deduce que (I'(B),*,*) es una *algebra de Banach, que lla-
mamos dlgebra seccional de B.

Llamamos C*-algebra seccional plena de B a (C*(B),]| - ||T), la C*-algebra envolvente
de I*(B) (ver B.5).
Nos interesard saber que en el proceso de construccién de C*(B) no es necesario tomar

cocientes, ya que existe una representacién fiel de {!(B), como veremos en 2.22.

EJEMPLO 2.8. Si B, es el fibrado de Fell asociado a una accién parcial o como en el
ejemplo 2.6, decimos que C*(B,,) es el producto cruzado de A por « y escribimos A x, G.
A continuacién describimos las operaciones en [!(B,) en este contexto. Utilizaremos la
siguiente notacién: si (¢,b) € By, (t,b) =: bd;. Es decir,

By ={(t,b) =06 € G x A : be D}
Si llamamos f(t) al elemento de Dy tal que f(t) = f(t)d;,
Ce(Ba) = {f:G — By seccién : #supp(f) < oo},
(Ba) = {f:G = Baseccién : f(t) = (t, f(1)), D If(®)l| < oo},
teG

(Fr)®) = D F©)da )00 = D as(aar (F)a(s70) ) o
seG seG
f*(S) = O‘sfl(f(s)*)dsfl'
EJEMPLO 2.9. Si B es el fibrado del grupo, se tiene que I}(B) = I}(G) y C*(B) =
C*(G).
DEFINICION 2.10. Obsérvese que C,.(B) es un pre-médulo de Hilbert a derecha sobre
B, con las siguientes operaciones:

C.(B) x Be — C.(B) tal que n-b(s) =n(s)b, Vb € Be,s € G.
Ce(B) x Co(B) — Be tal que (n,€) = Y _n(t)*&(t), ¥, & € Co(B).
teG

La norma inducida por ese producto interno es ||£]l2 = ||(€,€)]|"/? y llamamos [*(‘B)
a la completacién de C.(B) con respecto a ella. Sea Pp(G) = {F C G : F es finito}.
Veamos que [2(B) coincide con

D= {f seccién de B : la red {Z§ (8)}rco (@) converge en Be}
seF
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y que (€,m) =Y &) n(t) V& n € P(B).

teG

Consideramos || : D — C tal que [¢| = || 3 o €(s)*€(s)||*/2. Es claro que C(B) € D

y que | - | es una norma que extiende a (|| - [|2)|,, -

Nétese que D es completo con respecto a |- |. En efecto, sea { f, }neny € D una sucesion
de Cauchy y sea ¢ > 0. Sea mq tal que si m,n > mg, entonces |f,, — f|*> < €. Por lo tanto,
siteq,

12 >— ()HQ—H(fn()— Fn(®)Gal®) — Fm (O
< || S 0n5) I nls) = )| = 1 fnl? < =

seG
Ym,n > mg, de donde {fn( )Inen es de Cauchy en By, Vit € G. Sea f(t) := lim, f,(¢).
Veamos que f € Dy f, — f. Dado ¢ > 0, existe n. tal que si m,n > n., entonces
| fn— fm| < . Como an\ — |fm|‘ < |fn — fm| < €, entonces |f,| < e+ |fn.|, Vn > n.. Por
otro lado, sea F. € Pp(G) tal que

IS fuc @) (D] <& VF € Pr(@).

F\F.
Sin > ng, se tiene:
(DIFACEAC! R DS MIORCAE BIOI K DB AOW A
F\F:. F\F: F\F;

S |fn_fna’+5<2€7

y por lo tanto f € D, ya que

1> r@r f@f =tm | Y fal) fal®)]| < 4%,

F\Fe F\F:

VF € Prp(G). Ademas fn f porque si n > n. y F € Pp(G), entonces

HZ(f(t)*fn(t))*(f(t)*fn(t))H = 1 || Y (fn(t) = fal8)*(fin(t) = Fu(®))]]
teF te
< lgln\fm—fnﬁés?

Veamos ahora que C.(B) es denso en D. Dados £ € D y F incluido en G, sea {p tal
que
&) siteF
Srt) = { 0 en otro caso.

Dado & > 0, sea Iy € Pp(G) tal que si F' 2 Fy, entonces || X ccn p &(5)"E(s) | < e. Luego,

E—ErfP =1 D &s)Es)l <e
SEG\F
y por lo tanto | - |-limpey, (@) §F = €.
Concluimos entonces que D = [2(B).

Supongamos ahora que &,1 € [?(B), ¢ =lim pcg &p, n=1m pce NF.
F finito F finito
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Luego, (¢,n) =lim pce ({p,nr). Probaremos que lared {{(¢p,np)} rce  esde Cauchy,

inito F finito

es decir, dado € > 0, existe un subconjunto Fy de G finito tal que si Fy C F/ C F, en-
tonces |[({p,nr) — (€, mpr)|| < e. Elegimos un subconjunto Fp finito de G tal que si
F D Fy entonces ||nr|2 < e Y 1€F]l2 < e SLE 2 F’ D Fy, entonces:

A

1€rs e\ el + 1(6m e mp) |
€712 H77F\F’H2 + [1SavaaiFl g le

1€ll2 577

€.

IN

2||£|| 2H77H

N A

2. Representaciones de Fibrados de Fell

DEFINICION 2.11. Sean B un fibrado de Fell y H un mdédulo de Hilbert. Una repre-
sentacién de B = (B,II,G) en H es un mapa 7' : B — L(H) tal que:

1. TBt es lineal, Vt € G.
2. Ty, = Ty, Vb,c € B.
3. (Tb)* =Ty, Vb € B.

OBSERVACION 2.12. Sea T': B — L£(3{) una representacién. Nétese que

ITl1? = I1(Ty)*Toll = 1Toes ]| < [16%B11 = [1BII%,

donde (x) se debe a que T 5, s un homomorfismo de C*-algebras. En particular, T 5, €8
continua, V¢ € G. Ademas, si 7] 5, ©s fiel, T" es una isometria en cada fibra.

NOTACION 2.13. Sit € G,b € By, notamos Xy, @ la funcién de Cc(B) tal que

b sis=t
Xb,t(s):{

0 en otro caso.

PROPOSICION 2.14. Sea B = (B,II,G) un fibrado de Fell y sea H un mddulo de
Hilbert. Si T : B — L(H) es una representacion de B, existe una unica representacion
T: 11(B) — L(H) tal que T(x,,) = T(b), Vt € B,b € B;.

Reciprocamente, si T : I1(B) — L(H) es una representacion, induce una representacion
T de B a través de T(b) = T(x,,), Vt € G,b € B;.

Las correspondencias que llevan T en T y T en T son una inversa de la otra y se

cumple que (T'(B)) = T(I(B)).

Demostracién: Dada una representacion T': B — L(H), sea T : Co(B) — L(H ) lineal
definida por T(x,,) = T(b). Si f € C(B), f = D1, Xy,.,0 con t; € G, b € By, i =
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1,2,...,n,n € Z*, se verifica que [|T(f)|| < ||f]1:

ITAHI = sup{IT(HE) = € € I [|€]l < 1}

n

= sup{| ZT“’”@” tEEeH, ¢ <1}

IN

sup{z 17O : € € I 1€l < 13}

ZIIT(bi)H < lebill = [ £l
=1 =1

IN

La desigualdad en (x) se debe a la observacién 2.12.

Luego, por continuidad, T se extiende a I'(B). Es inmediato verificar que T(f * g) =
T(f)T(g9) y T(f)* = T(f*), Vf € I}(B), de donde T es una representacién.

Reciprocamente, dada una representacion T : I'(B) — £(H) definimos T'(b) = T(x,,),
vVt € G,b € B;. Es directo comprobar que es una representacion en B.

En cuanto a las imégenes, obsérvese que si n € T'(B), entonces existen £ € H, b € By,
t € G, tales que T(b)(£) = 7, luego T(x,,)(§) = 71, de donde (T'(B)) € T(I'(B)). Si
n € T(I}(B)), existe una sucesién de funciones de la forma > 7 Xy, ;> COD bi € By,
t; € G, tal que n = T(f)(€), donde f € I(B), f =1lim, > Xy, 0,0 § € H. Se tiene que

(O = W T(Y x,,.,)(O) = lim Y_T()(€) € [T,

por lo tanto, (T'(B)) = T(I1(B)).
U

DEFINICION 2.15. Si B = (B,II,G) es un fibrado de Fell, el mapa A : B — L(I*(B))
tal que A(b)(€)(s) = bi&(t71s), Vb, € By, t,s € Gy &€ € I12(B) se llama representacion
regular a izquierda de B. Enseguida veremos que efectivamente es una representacion.

OBSERVACION 2.16. Sea B = (B, II, G) un fibrado de Fell. Si B, es una C*-4lgebra con
unidad, se cumple que b*b < ||b*b|| = ||b||%, ¥b € B. Si B no tiene unidad, la desigualdad
se cumple en /Bz, la unitizacién de B.. En ambos casos, si a,b € B, a*b*ba < ||b||*a*a, ya
que a*b*ba < a*||b||21§8a = ||b]|?a*a € B, donde, si es necesario, extendemos el producto

de B, x B. = B, a B, x B, — B, por medio de ¢(d + \) = cd + Ac.

PROPOSICION 2.17. La representacion reqular a izquierda en B es una representacion
y se corresponde con la representacion reqular a izquierda en I1(B), X : I1(B) — L(I*(B))

tal que M(f)(§) = [+ &, Vf € 11(B), £ € I*(B).

Demostracién: Veamos que si & € 12(B), by € By, by 20, y t € G, A(by)(€) € I2(B).
Como ¢ € I2(B), dado £ > 0, sea F' C G un conjunto finito tal que

9
I 2 Sel <

reG\F
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Por lo tanto, si I = tF,

| > deoeraees)| = | X oeets)bees)|
seG\F' SEG\F’
= || X e tsreime )|
SEG\F
i X eatoree s
SEG\F’
= w2 Y eeyew)|
reG\F
< P
< €.

En () estamos aplicando la observacién 2.16.

Del célculo anterior se deduce que

IMBENF = [{ADE), AN < 1bel P14, ) = NlbelPlIE]13,
y por lo tanto ||A(by)|| < ||be]]-
Por otra parte, se verifica que, si £,n € 12(8), b: € By, entonces:

Ab)Em) =Dt s) bin(s) = Y E(s) bim(ts) = (€, A(B})(n)).

seG seG
Luego, A(b:) € L(I*(B)) v (A(be))* = A(b}).
Ya que la linealidad de A es inmediata, para probar que es una representacién con el

dominio y codominio indicados sélo falta verificar que respeta el producto. Si n € I2(B),
by € By, cs € Bs y s,t € GG, se tiene que

Abecs) (n)(r) = bues€(s ™ 7r) = b(M(es) (€))(Er) = A(br)M(es) (€) (7).
Sif =221 Xy € Ce(B),

n n n

AHE(s) =D AB)E)(8) =D bil(t7'5) =D (Xpu, *)(8) = (f +E)(5)-

i=1 i=1 i=1
Nétese que dado t € G el mapa evaluacién de [2(B) — B es continuo, porque

@I = @ @I < 1Y &) ) = liEl3.

seG
Luego, si f € IN(B), A(/)(§)(s) = (L MFO)E)(s) = Xiea AL (1)(E)(s) =
> FRE(E!s) = (f x€)(s).
]
DEFINICION 2.18. Si B = (B,II,G) es un fibrado de Fell, la C*-dlgebra reducida
asociada a B es CF(B) = A\(I1(B)) C L(I%(B)).

Si By = (Ba, 11, G) es un fibrado de Fell asociado a una accién parcial a como en el
ejemplo 2.6, el producto cruzado reducido de A por a es C}(B,,), que escribimos A x4, G.
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DEFINICION 2.19. Sean B = (B,II,G) un fibrado de Fell y )\ la representacién reg-
ular de ['(B). Por la propiedad universal de C*(B), A induce un mapa sobreyectivo
Ao O*(B) — C#(B). Decimos que B es promediable si A es inyectivo; en este caso
C*(B) es isomorfo a C*(B) via Af.

En el apéndice B incluimos un breve comentario sobre el nombre “promediable” y la
importancia de este concepto.

EJEMPLO 2.20. La nocién de fibrado de Fell promediable extiende a la de grupo pro-
mediable. Sean G un grupo y B el fibrado del grupo. En este caso, la representacién
regular a izquierda del fibrado es la representacién regular del grupo , C}(B) = C}(G)
y C*(B) = C*(G) . Por la propiedad universal de C*(G), A induce un mapa sobreyecti-
vo AT 1 C*(G) — C(G). Decimos que el grupo G es promediable si A es inyectivo. Ver
apéndice B.

EJEMPLO 2.21. Si B, es el fibrado de Fell asociado a una accién parcial «, decimos
que « es promediable si B, lo es.

PROPOSICION 2.22. Si B es un fibrado de Fell, la representacion reqular de I*(B) es
fiel. Por lo tanto, C*(B) es la completacion de I*(B) con respecto a la norma || - |T.

Demostracién: Sea f € I1(B) tal que A(f) = 0. Sean {u;};cp una unidad aproximada
de Be y X,.. € Cc(B), Vi € D. Entonces,

0= A(f) (X0 )(0) = (f ¥ X0y ) ) = D ()X, (s71) = f(D)ui Vie D,teG.

seG

Nétese que si b € B,
[bu; — b]?

[[(bus — b)"(bu; — D)

= [[(ud® = b") (bu; — b)|

= |Jusb*bu; — u;b*b + b*b — b*buy||
<l [10%bu; — 07b][ + [[67b — b*bu|
— 0 ya que b*b € B,.

Por lo tanto, si {u;};cp es una unidad aproximada de B, bu; — by u;b — b, Vb € B.
(] K2

Luego, f =0y por lo tanto A es fiel.
O

3. Fibrados de Fell y C*-algebras graduadas

Recuérdese que en el ejemplo 2.4 definimos C*-dlgebra graduada.

PROPOSICION 2.23. Dado un fibrado de Fell B = (B,11,G), cada fibra By puede ser
identificada con un subespacio cerrado E; de C*(B) de manera que (C*(B),{Ei}ieq) es
una C*-dlgebra graduada.

Demostracion: Para cada t € G, definimos la siguiente correspondencia:

or: By — Ep={f seccion de B: f(s) =0sis#t} CC*(B)
b — Xy
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con inverso (¢;)~! @ By — By tal que (¢;)"'(f) = f(t). Esta correspondencia preserva la
norma || - ||f. Por un lado,

HXMHJr = sup{|[|7(x, ) : 7: ll(B) — C, C C*-algebra , 7 representaciéon} < ||x,,|l1 = [[b]|.

Por otra parte, si consideramos la representacion regular de I'(B), [A(x,,)|| = [|IA(b)]| =
||b]|, por la correspondencia entre representaciones de I*(B) y de B, la observacién 2.12 y
la proposicion 2.22.

Luego los subespacios E; son cerrados en C*(B). Mas atun, (C*(B), {Et}ieq) es una
C*-algebra graduada. Si b, € By y ¢s € B, Xoy 1 ¥ Xeg,s = Xpjeqta Y POT lo tanto Eyx B, C Eys.
Si b; € By, (th,t)* = Xy ot de donde (E;)* C Ey—1. Ademas los subespacios { F; }ec son
linealmente independientes: si x, , € B, i =1,...,ny S X, ., = 0, entonces b; = 0,
Vi. Por dltimo, v h

(R1k

B tea ! —am = o).

g

OBSERVACION 2.24. En el ejemplo 2.4 habfamos mostrado como dada una C*-4lgebra
graduada le asociamos un fibrado de Fell. La construccién anterior nos permite, dado un
fibrado de Fell, asociarle una C*-algebra graduada. Sin embargo estas asociaciones no son
necesariamente inversas una de la otra.

El procedimiento de la proposicién anterior puede aplicarse de manera andloga a
cualquier C*—norma || - || en C.(B) que sea respetada por la correspondencia ¢;. De esta

I8
manera, hubiéramos obtenido otra C*-algebra graduada (E = span{F; : t € G}“ ”, {Et}ieq).
Ademds, los célculos anteriores nos permiten afirmar que ¢ : B — E tal que ¢(b;) = @¢(bt),
Vb € B, t € G es una representacion de B en E, y por lo tanto induce una representacion

@ : IY(B) — E. Nétese que la imagen de este mapa es densa en E. A su vez, esta nueva rep-
Cc*(B)
ker(pT)’

resentacién induce un *—homomorfismo sobreyectivo ! : C*(B) — E. Luego, E ~
y en este sentido decimos que C*(B) es la graduacién “més grande”de {E;}ieq.

Nuestro préximo objetivo es mostrar un contexto en el cual (C}(B),{F:}iec) es una
C*-algebra graduada, y es en algin sentido, la “mas chica”. Para eso, siguiendo a [Exe97],
vamos a desarrollar un andlisis de Fourier para C(B).

OBSERVACION 2.25. Recuérdese que para todo t € G, B; es un B.-mdédulo de Hilbert
a derecha con b; - ae = brae y (b, ¢t) = bicy, Vby, ¢t € By, ae € Be.

El mapa ; : B; — [?(B) es un mapa adjuntable, con adjunta o} (n) = n(t), Vn € I2(B),
ya que

(n(t), ) = = () X () = (0 Xe,0) = (0 0e(cr))-

seG
Es facil comprobar que ¢, = Idg, y que ¢, es una isometrfa. Llamamos By = oy (By).
Esta notacién no se corresponde con la de la proposicién 2.23, pero esta alteracion se debe
a que estamos considerando distintas normas en C.(B).

PROPOSICIéNﬁ.& Sit,s € G, by € By, cs € Bs, entonces Aby)ps(cs) = ors(bics) y
el mapa By — L(B., Bt) tal que by — )\(bt)|Bi es isométrico.

Demostracion: La primera afirmacién se comprueba directamente y nos sirve para
afirmar que A(b)@e(ce) = pi(bice) € By, Yby € By, ce € Be. Ademés

(Abe)pe(ce), pe(dr)) = (bece, prpi(de)) = (ce, bide) = (ce, Pepe(bidr)) = (pelce) AM(b;)pre(dr)),
Vb, d: € By, ce € Be, v por lo tanto /\(bt)| € L(Be, By).
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Por 1ltimo,

A )l = sup{lIA(be)pe(ce)ll + [l@elce) || < 1}

= sup{|[pe(bice) | : lcell < 1}
sup{||ba| : [la]| <1, a € Be}
6],

donde para probar la ultima igualdad alcanza con considerar una unidad aproximada
{u;}icr de Be y recordar que byu; — by, Vb, € By, t € G.
(2

g

PROPOSICION 2.27. Si z € Cf(B), t € G, existe un unico by € By tal que o xpe(a) =
bia, Va € Be. Ademds [|be| < ||z

Demostracion: La unicidad se deduce a partir de un razonamiento anadlogo al hecho
al final de la proposicién anterior: si existen b;,c; € B; tales que bja = cia Va € Be,
consideramos {u; };er unidad aproximada de B, y tenemos que 0 = (by — ¢;)u; — by — ¢y,

(2
luego by = ¢;.

Para probar la existencia, consideremos primero x = 3 A(bs) € C;¥(B), donde F es
un subconjunto finito de G. Podemos escribir z = ) .~ A(bs), suponiendo b, = 0si s ¢ F.

pizpe(a) = D @iA(bs)pe(a)

seG

= ZA(bs)(pe(a)(t)
seG

= Y b))
seG

= ¢i(ba)(t)
bta Va € Be.

Si z € Cf(B), se tiene que x = lim pce xp y por continuidad ¢;zp.(a) = bia.
#F<oo

Por tltimo, nétese que al cumplirse que A(by)pe(a) = bia = pfrpe(a), Va € B, si
identificamos ¢ (by) con by, Vb, € By, t € G, tenemos que A(b;), = pfxpe y por lo tanto:

|Be
[1Bell = 1A() 5, | = [l0F el < [l]]-
O

DEFINICIONES 2.28. Siz € C}(B) y t € G, el t-ésimo coeficiente de Fourier de z es el
unico Z(t) € By tal que pfrpe(a) = Z(t)a, Va € Be.

La transformada de Fourier de z es la seccién ¢t — 2(t), Vt € G.

—

Siy € C*(B), el t-ésimo coeficiente de Fourier de y es §(t) = A(y)(t).
OBSERVACION 2.29. Las siguientes afirmaciones son de verificacién inmediata.

» Siz =", \cs,), entonces Z(t) = ¢, tal y como vimos en la demostracién de la
proposicién anterior.

- 3()] < |lall, ¥t € G.

» Six e CHB),t,s€Gyb € By, entonces pizp(b) = 2(st1)bs.
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DEFINICIONES 2.30. Sean A, B C*-algebras tales que A es un B-mdédulo a derecha. Una
A-B esperanza condicional es un mapa p : A — B tal que p(a*) = p(a)* y p(ab) = p(a)b,
VYa e A, be B.

Si ademds A es un B-médulo a izquierda, pedimos que p(ba) = bp(a), Ya € A, b € B.
Si se verifica que B C A, pedimos que p(p(a)) = p(a), Va € A.

PROPOSICION 2.31. El mapa E : C}(B) — Be tal que E(x) = i(e) es una esperanza
condicional positiva y contractiva.

Demostracion: Ya sabemos que E es contractivo. Con respecto a la positividad, nétese
que si x = Y, A(b), donde F' C G es un conjunto finito, entonces:

:cx—z/\bt Z)\thbtr

s,teF reF  teF

z) =Y bb > 0.

telF

Por lo tanto,

Por continuidad se deduce que para cualquier z € C}(B), E(z*x) > 0.

Para que tenga sentido considerar FE(E(x)), tenemos que recordar la identificacién
entre By y A(By). Hecha esta salvedad, nétese que

E(ME(z))) = E(A(2(e))) = &(e) = E(x),
de donde E es idempotente.

Por dltimo, es inmediato verificar que E(z*) = E(z)*, E(ax) = aE(z) y E(zxa) =
E(z)a Vx € C}(B)a € Be.

O

PROPOSICION 2.32. Six € CF(B), entonces &, = {2(t) }req € 12(B). Ademds, xp.(a) =
£.a, Ya € Be, donde al escribir £za estamos considerando la accion de 12(B) x Be — 12(B)
tal que na(t) = n(t)a, que ya fue mencionada antes.

Demostracion:

Sizp =73 cpAb), donde F' C G es finito, {, € Ce(B) y &up = Y sep 1(bt).
Sea a € B,. Se verifica que:

rrpe(a Z)\ be)we(a Zgot bia) = ngt(bt)a =&pa.

ter ter ter
El mapa (\(B)) — ZQ(B) tal que xp — &, es continuo:
I€arll3 = 11D &) 2O = | Y bibill = |E(@har)ll < llzhar] = |zpl.
teF teF

Luego, se extiende por continuidad a un mapa C;(B) — [?(B) tal que * — &,. Veamos
que esta extension sigue cumpliendo que &, (t) = #(t). Por continuidad, sigue valiendo que
rpe(a) = &a, si x € CF(B), a € B.. Como #(t) € B; es unico en verificar pjzp.(a) =
Z(t)a, Ya € B, y se cumple que

prree(a) = zpe(a)(t) = (L2a)(t) = &(t)a,
deducimos que &;(t) = z(t), Vt € G,s € C}(B).
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COROLARIO 2.33. Siz € C)(B), entonces E(x*x) = Y .o 2(t)*2(1).

Demostracion: Sia,b € Be,
a E(z*z)b = (a, E(z*z)b) = (a,z*z(e)b)
— (0, gl ap. (b)) = (wp.(a), 200 (b))
<§xaa fxb> =a" <§x> fx)b
= a" ) #(t)* (b,
teG
y por lo tanto E(z*x) = Y, &(t)*2(t).

PROPOSICION 2.34. Six € C(B), las siguientes condiciones son equivalentes:

1. E(z*z) = 0.
2. 2(t) =0, Vt e G.
3. 2=0.

Demostracion: El corolario anterior permite establecer la equivalencia entre las dos
primeras condiciones. En vista de que es evidente que la dltima implica la segunda, veamos
la implicancia reciproca.

Supongamos que #(t) = 0, Vt € G. Recordemos que p}zps(bs) = &(tx~1)bs, Vbs €
Bg, s € G, como vimos en la observacién 2.29. Por lo tanto, ¢fxps =0, Vt, s € G.

Nétese que si 7 € I*(B), 1 = Y. e pepin y luego zn = 3, pspizpipin = 0, ¥y €
I2(B), por lo tanto x = 0.

O

PROPOSICION 2.35. Sea B = (B,II,G) un fibrado de Fell. La C*-dlgebra seccional
reducida C(B) es una C*-dlgebra graduada con fibras identificables con las fibras de B.

Demostracion: Veamos que (C;(B), {\(B¢) }teq) es una graduacién. La independencia
de los {\(By¢) }teq es lo tnico que no se deduce directamente y fue a efectos de demostrarla
que presentamos el andlisis de Fourier de C}(B).

Supongamos que = » .~ A(bt) y que = 0, donde b; = 0 salvo para una canti-
dad finita de indices. Entonces, by = &(t) = 0, V& € G y por lo tanto los espacios son
independientes.

g

EJEMPLO 2.36. Si un fibrado de Fell B = (B,II,G) no es promediable, podemos
asociarle mas de una graduacién. Veremos enseguida que si el fibrado de Fell tiene una
condicién més, esto es, admite una graduacion topolégica, entonces C(B) nos proporciona
la “menor graduacién” que podemos considerar. Por lo tanto, en caso de que el fibrado sea
promediable, todas las graduaciones coinciden.

TEOREMA 2.37. Sean C una C*-dlgebra, G un grupo discreto y {Ci}ieq una familia
de subespacios cerrados de C tales que:

s O,C; C Cst; Vs, t € G.
. C: =C41, Vs € G.

» (UieqCy) es denso en C.

Supongamos que existe un mapa lineal y continuo F : C'— Ce tal que F| c. =1de. y

F, =0, Vt # e. Entonces:

C,
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1. Los subespacios Cy son independientes, y por lo tanto (C,{Ci}icq) es una C*-
dlgebra graduada.

2. El mapa F es una esperanza condicional positiva y contractiva.

3. 51 B es el fibrado de Fell asociado, existe un morfismo sobreyectivo de C*-dlgebras

[:C — C:(B) tal que l(c) = A(t,er)Ver € Cit € G.

Demostracién: Con el objetivo de simplificar la notacién, identificamos a (t,¢;) y ¢.

Probemos primero que F es positiva, y a partir de eso deduciremos que los subespacios
C; son independientes. Si x = ), .~ ¢;, donde ¢; = 0 salvo para una cantidad finita de
indices, entonces

¥ = Z(Z cieyr) y por lo tanto F(x*z) = ZCfCt > 0.

reG teG teG
Si0 =) ,cqc entonces 0 = F(0%0) = >, cfc; > 0y por lo tanto ¢; = 0, Vt € G.
Luego C' es una C*-ilgebra graduada.
Es directo verificar que F'(ax) = aF(x), F(za) = F(z)ay F(F(z)) = F(x), Va € C.,
y por lo tanto F' es una esperanza condicional positiva.

Noétese que C es un Ce-premédulo de Hilbert a derecha con (x,y) = F(z*y). Llamemos
X a la completaciéon de C' con respecto a este producto interno. Dado ¢ € C, definimos el
siguiente mapa, que es lineal y continuo:

L.:C — X tal que L.(z) = cx.

La continuidad se debe a que (cz,cx) = F(x*c*cx) < ||c||?F(z*z) = |c/|*(z, ), la
desigualdad del medio se debe a la observacion 2.16. Ademés L. es adjuntable:
(cx,y) = F(z*c'y) = (x,cy) Vo, y € C.
Por lo tanto L+ = (L¢)*. Se verifica que L.Ly = Ly, Ve, b € C. Luego el mapa
L:C — L(X) tal que L(c) = L,
es un homomorfismo de C*-algebras.

Obsérvese que (UeCt) también es denso en X, ya que ||z||% = ||F(z*z)|| < || F|l||z||%,
Vo € (UieaCr).

Definimos el siguiente mapa:

U : (UgeaCy) — C(B) tal que U(Z c) = Z or(er).

teF teF

Consideremos en C.(B) el producto interno (f,g) = > .o f(£)*g(t). Siz = >, by,
Y= D e Cs, donde by = 0, ¢ = 0 salvo para una cantidad finita de indices, entonces

(U@),TU) =D eed) (1) Q_wsles))(r) = Y ber = Fla*y) = (z,y),
reG teG seG reG
y U se extiende a un mapa isométrico U : X — [2(B).

Es directo verificar que U es adjuntable, y que su adjunto U* estd determinado en

Ce(B) por U*(31cpt(b)) = D icr wipe(be) = > icpbe. Ademds se verifica que UU* =
Idp2 )

Si by € Cpes € Cs, s,t € G, se cumple que ULy, (cs) = U(bics) = rs(bres) =
A(b)ps(cs) = A(by)U(cs). La peniltima igualdad se debe a la proposicién 2.26. Por lo
tanto, ULy, U* = A(b) € C)(B).
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Definimos entonces el epimorfismo buscado

[:C — C:(B) tal que I(b) =ULU".

Para terminar, resulta que E(I(c)) = E(A(c)) = )\/(;)(e) = F(c), de donde F' es con-
tractivo, ya que E y [ lo son.

g

DEFINICION 2.38. Decimos que una graduacién (B,{B; }+ca) es una graduacién topolégi-
ca si existe una esperanza condicional de B en B, como en el teorema anterior.

OBSERVACION 2.39. Sean (C,{C}i}tci) una C*-dlgebra topolégicamente graduada y
B el fibrado de Fell asociado. Sil: C' — C}(B) es el epimorfismo del teorema anterior,

tenemos que ker(l) = C}(B), y es en este sentido que decimos que C}(B) es la “menor

graduacién”.
Como mencionamos antes, si B es un fibrado de Fell promediable, todas las C*-algebras
topolégicamente graduadas con fibrado de Fell asociado B son isomorfas.

COROLARIO 2.40. Sea (B,{Bi}icc) una C*-dlgebra topoldgicamente graduada, con es-

peranza condicional F' y morfismo sobreyectivo | : B — C}(B) dado por el teorema 2.37.
Entonces ker(l) = {b € B: F(b*b) =0} y, si F es fiel, entonces B es isomorfo a C}(B) a
través de .

Demostracién: Recuérdese que E es fiel y que F(b*b) = E(I(b)*I(b)). Por lo tanto
F(b*b) =0 si y solo si I(b) = 0.

O

4. La propiedad de aproximacién

LEMA 2.41. Sea B = (B,I1,G) un fibrado de Fell. Si 7 : B — B(H) es una repre-
sentacion tal que ), es fiel, donde H es un espacio de Hilbert, entonces

C:(B) ~ <{7T(bt) R At by € By, t € G}>

via el mapa | del teorema 2.37, aplicado a cierta C*-dlgebra D, con fibrado asociado B
que serd construida en la demostracion. En particular, ™ induce una representacion wy de

C#(B) fiel tal que si f € I1(B), ma(f) = e T(f(t) ® A

Demostracién: Sea A : G — B(I*(G)) la representacién regular a izquierda de G.
Consideramos la representacién 7y : B — B(H ® I2(GQ)) tal que ma(by) = 7(b;) @ N, es
decir 7y (b)) (h @ €) = 7(by)(h) @ Me(€), Vb, € Byt € G, h € 3, € € 12(Q).

Sea D = ({m\(bt) : bt € By, t € G}) € B(H®I1%(G)). Veamos que D es una C*-dlgebra
graduada, con subespacios D; = {m(B;) @ A\ heq-

Sea t € G. Si 6 : G — C es tal que §;(s) = 0y, el mapa j; : H — H ® 12(Q), ji(h) =
h ® &; es una isometrfa con mapa adjunto j; : H ® I2(G) — K tal que j;(h ® ¢) = ((t)h.

Sea d = ) ,cpma(by) € D, donde F' es un subconjunto finito de G. Se cumple que
Jidjs = m(bys—1):

Jidjs(h) = ZJHTA th Ar)(h ® ds)

reF rekl
= D@0 (h) @ An(85)) = Y w(br) (A (65) () = m(by-14) ()
reF reF

Por lo tanto, si d = 0, entonces 7(b;) = 0, Vt € G, y los subespacios son independientes.
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Es inmediato que D:Ds C Dy, Df = D;-1. Luego (D,{D;}iccz) es una C*-algebra
graduada cuyo fibrado asociado podemos identificar con B, recordando que B, debe ser
un isomorfismo, Vt € G.

A continuacién probaremos que la graduacién anterior es topoldgica y con esperanza
condicional fiel, de donde deducimos, gracias al corolario 2.40, que D es isomorfo a C}(B).

Sea F': D — D. = m(B.) ® A tal que F(d) = j¥dje ® \. Entonces:

Bl poen. =), v Fl, =0sitFe.
= Fes continuo: [|F(d)|| = [l7¢djell[|Ae|l < |d]|, Vd € D.
» Si F(d*d) =0, d € D, entonces j:d*dje = 0, de donde dj. = 0. Esto alcanza para
afirmar que d = 0:
Consideramos p : G — L(H ® 12(G)) tal que p(t)(h ® ds) = h ® p(Js), con
pt(6s) = dst, la representacién regular a derecha en G. Si d = ), ma(by), se

cumple que p(s)d = dp(s).
d =3 p(s)(m(B) @A) = 3w (be) @ phe 23w (br) @ My = dp(s).

teF teF teF
La igualdad en (%) se cumple porque psA(C)(r) = A(Q)(rs™h) = ((trs7!) =
ps(Q)(tr) = Aips(C(r)). Ademds p(s)ji = jst, por que p(s)ji(h) = p(s)(h @ &)
h ® dst = jst(h).
Finalmente, dj; = dp(t)je = p(t)dje = 0, Vt € G, de donde se deduce que
=0, Vt € G y por lo tanto d = 0, como queriamos probar.

d|9—(®6t

Demostramos entonces que D es isomorfo a Cj(B) a través del mapa [ del teorema
2.37. Recuérdese que [(m(by) @ A¢) = A(by).

La representacién my : B — D C B(H ® [?>(G)) induce una representacién my :
C*(B) = D C B(H ®I*(G)) tal que mA(X,, ) = Ta(b) = m(By) @ A, Vb € By, t € G.

Noétese que el siguiente diagrama conmuta:

Por lo tanto, my se factoriza a través de C(B), y escribiremos
I =y 1 CH(B) — B(H 2 12(G)),
que es una representacion fiel.
O

LEMA 2.42. Sea B = (B,11, G) un fibrado de Fell. Sea a : G — B, tal que Y, a(t)*a(t)
converge. Entonces existe un mapa acotado

W : CF(B) — C*(B) tal que Y(by) = > altr)*ba(r) Vb, € By.
reG

a(t)*a(t)]].

Demostracién: Podemos considerar C*(B) como subdlgebra de B(H) para algin es-
pacio de Hilbert H. Considerando la representacién inducida de B en H, por comodidad
escribimos b la imagen en B(H) de b, Vb € B. Siguiendo con la notacién del lema anterior,
tenemos que D ~ C*(B).

Ademdads
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Noétese que si h € H,

>~ la(hl? = > ta®)a()h, k) < || 3 a@)*at)|IR)? < o,
teG

teG teG
esto nos permite definir

V:H - H®I3G) tal que V(h) = Za(t)h ® .
teG

Més aun, [V < || X2yeq alt)*a(®)]['/2, ya que

V2= llah @) <Y lla@®h]? < |y alt) a()||Ik].

teG teG teG
El mapa V* : K ® I2(G) — 3 tal que V*(h ® &) = a(t)*h es adjunto de V:
(V(h),k®ds) = <Z a(t)h ® 0¢, k ® 6s) = Z(a(t)h, k)(6¢,05) = (a(s)h, k) = (h,a(s)*k).

teG teG

Estamos en condiciones de definir el mapa
Y B(H®IP(G)) — B(H) tal que o(x) = V*zV.
Sib, € By, r € G, h eI, entonces:
P(br @6;)(h) = V*(br ©6,)V(h)
= Vb ®6)D alt)h®d)

teG

= VO _bra(t)h® b)

teq
= > a(rt)*bra(t)h.
teG
Por lo tanto ¢ (b, ® 6,) = Y, a(rt)*bra(t) Vb, € B.,r € G.

Entonces ¢ = 1/J|DO7T)\, ( r) = D e a(rt)*bra(t), by € By, es el mapa que buscdbamos

y [ < IVIP < 1 eq a®) a®)]l
O

DEFINICION 2.43. Decimos que el fibrado de Fell B = (B, 11, G) tiene la propiedad de
aproximacion si existe una red {a;}ier de funciones a; : G — B, uniformemente acotadas
que cumplen que Vb; € By,

1 i(tr)*bai(r) = b
ZlemZa 7)*bra; (r) = by.

reG

TEOREMA 2.44. Sea B = (B,II,G) un fibrado de Fell. Si B tiene la propiedad de
aproximacion, entonces es promediable.

Demostracién: Sean {a;};c; una red de funciones con la propiedad de aproximacién
y 1; las funciones asociadas a cada a; como en el lema anterior. Entonces:

by = lim > ai(tr) bai(r) = gfé?%(bt), Vb € By.
reG
Sea ®; : C*(B) — C*(B) tal que ®; = 1); o \. Entonces, lim;c; ®;(x) = z, Vo € C*(B),
gracias a la densidad de (UiegBi) en C*(B). Luego, si z € ker A, z = lim; ®;(z) =
1fm; 1;(A(z)) = 0 y por lo tanto B es promediable.
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COROLARIO 2.45. Si B = (B,I1,G) es un fibrado de Fell y G es promediable, entonces
B es promediable.

Demostracién: Si G es promediable, sea {f;}ic; C I?(G) tal que ||fills < M, Vi €
I, para algin M > 0, y lim; . fi(tr)fi(r) = 1 (ver B.7). Sea {u;};e; una unidad
aproximada de B.. Entonces {a;;}ijerx.s tal que a;; = fi(t)u; satisface la propiedad de

aproximacion:

msup; ;|| D e @i (t) @i (1) = sup, ; | Yo e filt) filt)ujug|l < M2
] h'mm- ZTGG as j (tr)*btai(r) = h'mi,j ZT‘GG fz (tT‘)fi(t)UjbtUj — bt.

Por lo tanto B es promediable.

OBSERVACION 2.46. Como vimos recién, es condicién suficiente para que un fibrado
B = (B,II,G) sea promediable que el grupo G lo sea. Sin embargo, esta condicién no
es necesaria: en [Exe97] se prueba la promediabilidad de ciertos fibrados de Fell sobre
el grupo libre en n generadores, grupo que no es promediable. En la segunda seccién del
préximo capitulo volveremos a la relacién entre la promediabilidad de un grupo y la de los
fibrados sobre ese grupo, en el caso en que los fibrados son obtenidos a partir de acciones
parciales.






Capitulo 3
Condiciones de promediabilidad

Este ultimo capitulo consta de tres secciones. En la primera de ellas se prueba que
dados dos fibrados de Fell A y B que satisfacen ciertas condiciones (brevemente, A C B
y existe un fibrado de Banach algebraico € entre ellos dos de manera que hay “buenas”
relaciones de compatibilidad entre los tres fibrados) A es promediable si y sélo si B lo es.
En particular, la situacién a la que hacemos referencia es verificada si consideramos los
fibrados asociados a una accién parcial a y su accién envolvente 3, y por lo tanto queda
probado que « es promediable si y sélo si 8 lo es. La prueba de que si A es promediable
entonces B es promediable se encuentra en [Aba03].

En la segunda y muy breve seccién probamos que toda representacion parcial admite
una dilatacién unitaria. En [Aba03] se prueba que esto es cierto para todo grupo discreto
promediable. Podemos obviar aqui esta hipdtesis gracias a que en la secciéon anterior se
prueba la equivalencia Morita de C*(A) y C*(B), si A y B cumplen las “buenas” relaciones
que mencionabamos antes.

En la tercera seccién obtenemos una generalizacién de una proposicién probada en
[ZM68] que relaciona la promediabilidad de un grupo G con la promediabiliad de los fi-
brados de Fell sobre G asociados a acciones del grupo en una C*-algebra. En dicha general-
izacion consideramos el fibrado asociado a una accién parcial del grupo en una C*-algebra
conmutativa y el fibrado asociado a su accién envolvente. Este resultado serda probado
utilizando el teorema 1.22 del capitulo 1 y el resultado probado en la primera seccién.

1. Equivalencia Morita de C*-algebras seccionales

DEFINICION 3.1. Sea B = (B, II, G) un fibrado de Banach algebraico (respectivamente,
de Fell). Decimos que A = (A, 114, G) es un subfibrado de Banach algebraico (de Fell) de
B si A C B (con esto queremos decir que A C By Il4 = H|A) y A es un fibrado de Banach
algebraico (de Fell) con la estructura heredada de B.

PROPOSICION 3.2. Si A es un subfibrado de Fell de B, entonces C}(A) C C*(B).
Ademds C}(A) es isomorfo a la clausura de Co(A) en C}(B).

Demostracion: Consideremos una representacién inyectiva m de B como al comienzo
del lema 2.42. Aplicando el lema 2.41 a esa representacién, tenemos que si wy : B —
L(H@I*(Q)), (b)) = m(b) @ Ay, entonces

D = (ma(by) : by € By, t € G) = mp\(I1(B)) ~ C:(B)

Sea px = 7|, Entonces p\(I*(A)) ~ Cr(A) y ma(I(B)) ~ C;(B). Luego C;(A) =~
pA(IH(A)) = mp(I1(A)) = mA(Ce(A)) C C¥(B). En particular, el isomorfismo entre C}(A)
y C’C(.A)”'”?3 es la identidad en los elementos de C.(A).

g

41
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DEFINICION 3.3. Sean B un fibrado de Fell y A un subfibrado de Banach algebraico
de B. Decimos que A es un ideal a izquierda (respectivamente, a derecha) de B si AB C A
(BA C A). Decimos que A es un ideal de B si lo es a izquierda y a derecha.

TEOREMA 3.4. Sean B un fibrado de Fell, & un ideal a derecha de B y A un subfibrado
de Fell de B contenido en €. Si AE C € y EE™ C A, entonces

ILA) x1HE) C 1)

L&)« 11(B) C1L(€)

e« 11 (&)* =11(A)

Si span(B; N E*E) = By, Vt € G, entonces span(I1(€)* x [1(&)) = I1(B).

Demostracion: Si f € C.(A) y g € C.(€), entonces, Vs € G,

(f*9)(s) =D f(t)g(t™"s) € A,

teG
pues f(t) € Ay, g(t7's) € Ey-1y y AyE,—14 C EN A. Por lo tanto, I1(A)  I1(€) C I1(€&).
Anélogamente, [1(&) x [1(B) CI1(&) y I1(&) x 11 (&)* CI(A).
Por el teorema de Cohen-Hewitt ([FD88a, V.9]), I1(A)xI!(A)* = I1(A). Luego, I*(A) =
IL(A) * 1L (A)* CILNE) * 11(&)* C IM(E).
Por dltimo supongamos que si t € G, span(B; N E*E) = By. Veamos que Vb € By,

Xo.: € span(I1(€)* «11(€)). Se cumple que b = limgep cq, donde ¢g = > e, * fiy, con
€, € E’"id’ fi, € Endtv para algun r;, € G, para cada ¢4. Vamos a probar que
- I
* 1
Z;(Xeid’”d) FXigrigt g Kot
1=

nq
1 - Z H er;‘dfid,t(s) B Xb,t(S)H

seG =1

nd
*
H Z(Xez'ded) * sz'dmdi = Xt
i=1

ng
S DL ) —_
=1
O

OBSERVACION 3.5. Sea Cf(&) = MC.(&)) € Cf(B). En las hipdtesis del teorema
anterior,

= Cr(A)CF(E) € CF(€),

w CHE)CH(B) C CF(E), es decir Cf(E) es un ideal a derecha de C;(B),
= Cr(E)CT(E)" = Cr(A),

» si span(B; N EXE) = By, Vt € G, entonces span(Cr(E)*Cr(E)) = CF(B).

COROLARIO 3.6. Si A, € y B verifican las condiciones del teorema 3.4, entonces C(A)

es una sub-C*-dlgebra hereditaria de C}(B). Si ademds se cumple que span(B; N E*E) =
By, ¥Vt € G, entonces C}(A) y C}(B) son equivalentes Morita via C}(E).

Demostracién: Para probar la primera afirmacion, alcanza con observar que C;(€) N
CHE) = CrE)CHE)* = CHE)CH(E)* = CF(A), ya que podemos considerar una unidad
aproximada en el ideal a derecha C}(€) de C}(B). Luego, C}(A) es una sub-C*-algebra
hereditaria de C}(B).
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En cuanto a la segunda afirmacién, C (&) es un C;(A)-médulo a derecha con producto
interno 4(f,g) = fg*, y es pleno por la observacién anterior. Ademéds, C¥(€) es un C(B)-
modulo a izquierda con producto interno (f, g)p = f*g, también pleno por la observacién
anterior. Como la condicién de compatibilidad 4(f,g)h = f(g,h)p, Vf,g,h € C:(E) es
inmediata, se verifica que C}(A) y C}(B) son equivalentes Morita via C;(E).

O

NOTACION 3.7. Utilizaremos la siguiente notacién: si D es un fibrado de Fell, || - ||T® es
la norma en C*(D) y || - || es la norma en C) (D).

TEOREMA 3.8. Supongamos que A, & y B wverifican las condiciones del teorema 3.4 y
que span(B; N E*E) = By, Vt € G. Entonces, si A es promediable, B es promediable.

Demostracién: Comenzaremos por probar que || - HTB y || - || coinciden en C.(E).
Sea f € I'(A). Por ser A promediable, | f||% = Hinl Se verifica que
Hf”il = sup{||x(f)| : 7:1'(A) = C representacién, C' C*-algebra }
K
> sup{|[m, ()l : 7: IY(B) — C representacién, C' C*-algebra }
= 171 = 117115,
ya que la restriccién a I'(A) de una representacién de I'(B) es una representacién. Por la
proposicién 3.2, || - ||% v || - ||’y coinciden en I'(A). Luego,

1F1 = 11 > 1A > 115 = 1%
Entonces || - HTB y || - || coinciden en I'(A). Si & € C.(€), £ x&* € Co(A). Por lo tanto,

(1€N5)* = Nl€ * €115 = 1€ * €711%, = (IIEN)?

y las normas || - ||£5 y || - Iy coinciden en C,(€). Llamamos E a la clausura de C.(€) con
respecto a cualquiera de ellas.

Vimos antes que F es un C}(B)-mddulo de Hilbert pleno. De manera andloga, E es
un C*(B)-mdédulo de Hilbert pleno y C*(A) es equivalente Morita a C*(B) via E. Como
C = C*(A) = C;(A), entonces ¢ Ec+ 3y y ¢ Ecx sy son bimédulos de equivalencia Morita.
Entonces (ver A.14) C*(B) ~ C}(B) mediante un isomorfismo que lleva £ x n — & * 7,
VE,n € C.(€), y por lo tanto debe ser Af.

g

Los proximos resultados son obtenidos directamente de los teoremas anteriores una
vez que verifiquemos que al considerar una accién parcial y su acciéon envolvente podemos
situarnos en las condiciones de 3.4.

PROPOSICION 3.9. Sea 3 una accion de G en una C*-dlgebra B. Sean A un ideal de
Bya=p, 5B=3s A=B,y&=(EmrG), dnde E =G x A, entonces B, € y
A wverifican las condiciones del teorema 3.4. Si ademds B es una accion envolvente de «
entonces span(B; N E*E) = By, Vt € G.

Demostracion: Es claro que A C € C B, A es un subfibrado de Fell de B y € es un
subfibrado de Banach algebraico de B.

Si(t,a) € Ey (s,b) € G x B, entonces (t,a)(s,b) = (ts,apf(b)). Por ser A un ideal
de B, afi(b) € Ay por lo tanto (ts,aB;(b)) € G x A = E. Luego, € es un ideal a derecha
de B.
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Sea (r,a) € {r}xD,, donde D, = 3,(A)NA. Si (s,e) € Gx A, veamos que (r,a)(s,e
G x A y por lo tanto AE C E. Esto es cierto ya que (r,a)(s,e) = (rs, a,(a,-1(a)e
ar(a,-1(a)e) € D, C A.

Si (7’, 6), (87 f) € £, entonces (Ta 6)(8, f)* = (rsila eﬁrsfl(f*)) S {rsil} X ABps—1 (A) -
{rs™1} x AN B,-1(A) ={rs7 '} x D,;-1 C A. Entonces £€* C A.

Por tltimo, para probar la tdltima afirmacién, nétese que si (r,e), (s, f) € E, entonces
(r,e)*(s, f) = (r~1s, Bo—1(e*f)). Luego, si (t,b) € By N E*E, b = B,(zy), para algtin r € G
y z,y € A. Por lo tanto, span(B; N E*E) C {t} x [B(A)]. Por el teorema de Cohen-Hewitt,
six € A, existen y, z € A tales que x = yz, de donde span(B; N €*E) = {t} x [B(A)] = B,
vt e G.

€

)
)y

g

COROLARIO 3.10. Sean 8 una accion de G en una C*-dlgebra B. Sea A un ideal de B
y o= B,. Entonces A Xo, G es una sub-C*-dlgebra hereditaria de B X, G. Si ademds
B es una accion envolvente de o, entonces A Xqor G y B X, G son equivalentes Morita.

COROLARIO 3.11. Si 8 es la accion envolvente de una accion parcial promediable o,
entonces 3 es promediable.

PROPOSICION 3.12. Si A, & y B wverifican las condiciones del teorema 3.4 y ademds
se cumple que span(E*EN By) = By, Vt € G, entonces C*(A) y C*(B) son equivalentes
Morita.

Demostracion: Sea E = CC(E)H'”E, donde [|€]|% = ||€ * §*||L7 V¢ € C.(€). Entonces
c+4)E es un médulo de Hilbert a izquierda pleno. Sea K = K(c«(4)E)-

Sea p : span(l'(€)* * I1(€)) — K tal que

p(D & #mi) = 0cy V&M €Co(€),i€{1,2,...,n}, n€Ly.
=1

=1

La anterior es una definicién. En efecto, supongamos que Y1 ; & * n; = 0. Entonces,
Yu e FE,

o Q& wm) =Y bgn (1) = 0.
1=1 =1

Luego’ Z?:l 652'7771' =0.

Veamos que p preserva la convolucién. Alcanza con probar que p((£* xn) * (u* *v)) =

p(p* xv)p(&* xm), V&, m, u,v € Ce(E), y esto es cierto porque

O s pums (€) = Cox (5 % m) o (™ 5 1) = 0, (Cx € 5 m) = 0,,00¢1(C),
para toda ¢ € C.(€). En cuanto a la involucién, se verifica que 92‘7” = 0y y por lo tanto
p(&"x )" = p((§" +n)*), V& n € Ce(8).

Nétese que J := span(I}(€)* x [*(€)) es un ideal de I'(B). Consideramos una repre-
sentacién no degenerada y fiel de K en B(H), para algin espacio de Hilbert H. Por lo
tanto, p se extiende de manera tinica a un homomorfismo p : I (B) — B(H) (ver [FD88a,
XI-19.11]). Obsérvese que, debido a la densidad de J en I!(B), la imagen de p est4 incluida

en K. A su vez, p induce un homomorfismo p : C*(B) — XK. Dicho homomorfismo debe
ser contractivo. Entonces, si § € C.(€), se cumple que:

e+ €15 < Nl€ = €11 = 1€l = 10e.ellx = llp(e” * €l < N|€* * €IS,
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donde la primera desigualdad se debe a que si 7 es una representacién de I'(B) entonces
Tl €8 UNA representacién de ['(A). Por lo tanto todas las normas de la desigualdad

anterior son iguales.

Sea F = CC(S)”'HF, donde [|€]|% = ||€* x §HTB. Acabamos de probar que F' = E. Luego,
Ec+(p) es un médulo de Hilbert a derecha pleno. Ademds, si &,n, u € C.(&), se verifica
que &+ (0, 1) o= (3) = E* 0" * p = c=(4)(§, M) - 1. Probamos entonces que C*(A) y C*(B) son
equivalentes Morita.

O

TEOREMA 3.13. Sean A, € y B en las hipdtesis del teorema 3.4 y tales que, ¥Vt € G,
span(&*E N By) = By. Entonces, B es promediable si y sdlo si A lo es.

Demostracion: El reciproco fue probado en 3.8.

Para probar la promediabilidad de A a partir de la de B, queremos ver que las normas
| - HL y || - I’y coinciden en los elementos de I'(A). Esto es cierto porque

£ = I = 1115 = I Vf € 1MA),

donde la primera igualdad se debe a la cadena de desigualdades del teorema anterior, la
segunda a la promediabilidad de B y la iltima a la proposicién 3.2.

O

Al igual que cuando probamos la promediabilidad de B a partir de la de A, obtenemos
como corolarios del teorema anterior y de la proposicién 3.9 resultados que conciernen a
los fibrados obtenidos a partir de acciones parciales.

COROLARIO 3.14. Sean 8 una accion de G en una C*-dlgebra B, A un ideal de B y
a=pf,. 58 es la accion envolvente de o, entonces A Xo G y B Xo G son equivalentes
Morita.

COROLARIO 3.15. 5% 8 es la accion envolvente de una accion parcial o, entonces a es
promediable si y sélo si B lo es.

2. Dilatacién de representaciones parciales

A continuacion probaremos que toda representacién parcial de un grupo discreto G
admite una dilatacién. En [Aba03] se prueba esto con la hipdtesis adicional de que G sea
promediable. La proposicién 3.12 nos permite deshacernos de esta hipdtesis. Comenzamos
por presentar algunas definiciones y observaciones que seran utilizadas en la proposicién
3.26. Estas se refieren a representaciones parciales de grupos discretos (ver [Exe98]) y a
representaciones covariantes (ver [ZM68, 2.6]).

DEFINICION 3.16. Sean G un grupo y H un espacio de Hilbert. Un mapa u : G — B(H)
es una representacién parcial si:

» ue = Idyq,
" U =U1 Y
B UsUtUp—1 = UgtUp—1,

Vs, t € G.

OBSERVACION 3.17. Si u es una representacién parcial, entonces u; es una isometria
parcial y ug-1usty = ug—1ug, Vs, t € G.
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DEFINICIONES 3.18. Dado t € G, sea
Xi={wePG) retcw}={w:G—{0,1} : w(e) =w(t) =1}.
Considerando la topologia producto, cada X; resulta ser abierto y cerrado y los mapas
or : X1 — Xy tales que 0(w) = tw son homomorfismos. El par 0 = ({X; e, {0t }ea)
es una accién parcial de G en X := X..

La correspondiente accién parcial de G en C(X), segin lo visto en el capitulo 1, es a« =
({Dt}iecs {at}tec), donde Dy = C(Xy) y au(f)(w) = flop1(w)), Vt € G, f € C(Xy1),
w e Xt.

Sea B, el correspondiente fibrado de Fell. La C*-dlgebra parcial de G es Cj(G) :=
C*(By) = C(X) xq G.

Llamamos 1; a la funcién caracteristica de Xy, es decir, 1;(w) = 1siw € X; y 14(w) =0
en otro caso. Nétese que, al ser X; abierto y cerrado, se tiene que 1; € C'(X).

Sia; € C(Xy), definimos a.0; € C.(By) tal que ard(s) = ap sit = sy ade(s) =0 en
otro caso.

OBSERVACION 3.19. Las representaciones parciales de G estdn en correspondencia con
las representaciones no degeneradas de C,(G) (ver [Exe98]). En particular, esta corre-
spondencia lleva u : G — B(H) en m, : C;(G) — B(H) tal que m,(146:) = uy.

OBSERVACION 3.20. La accién parcial o de G en C'(X) tiene accién envolvente (o, X€),
donde X¢ ={w C G : w#0}yaf(w) = tw.

OBSERVACION 3.21. En vista de 3.12, se cumple que C;;(G) es equivalente Morita a

C(X®) Xge G via E. El médulo FE es la completacion de C.(€) con respecto a la norma
inducida por Cj(G), donde € es el fibrado € = (G x C(X), mg, G).

Siguiendo el procedimiento A.20, dada m, : C;(G) — B(H) obtenemos 77, := F —
Indm, : C(X¢) Xqe G - B(H® FE) tal que m5(f)(h®@&) =h @& - f,Vf € C(X) Xqe G,
heHyéekE.

Sea H¢ = H ® E. Si llamamos ¢ : H — H® a la inclusién natural y P : H¢ — H
a la proyeccién ortogonal, entonces P* = iy m,(f) = Pr(f)i, Vf € C;(G). En efecto,
T ([)(h@E&) = h@&-f = h-fo& =7(f)h®{y por lo tanto m,(f) = Py (f)i, Vf € Cy(G).

DEFINICION 3.22. Sean una C*-algebra A, un grupo G y una accién 6 de G en A. Una
representaciéon covariante de (A, G, 6) sobre un espacio de Hilbert H es un par (7, u) tal
que:

1. m: A — B(H) es una representacion,
2. u: G = U(FH) es una representacion unitaria y
3. se verifica que w(0(a)) = wm(a)uf, Vae Ayt € G.

TEOREMA 3.23. [ZM68, 2.6 y siguientes| Sean una C*-dlgebra A, un grupo G y una
accion de G en A. Eziste una biyeccion entre las representaciones covariantes de (A, G, 0)
y las representaciones de A xg G, dada por (m,u) — 7 X u, tal que ™ x u(ad) = 7(a)us.

OBSERVACION 3.24. Si A = C(X*¢) y 6 = a°, dada una representacién 75 de Axy G en
un espacio de Hilbert H le corresponde (7€, u€) tales que 7¢(1d;) = 7 (16¢) = uf, Vt € G.

DEFINICION 3.25. Sea p : G — B(H), donde H es un espacio de Hilbert. Decimos que
p es definido positivo (comparese con B.3) si Vn > 0, t1,ta,...,t, € Gy hi,ha, ..., hy € H

se cumple que
n

3 (ot ) (hi), hy) = 0.

ij=1
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PROPOSICION 3.26. Sean G un grupo discreto y u : G — B(H) una representacion
parcial. Entonces existe un espacio de Hilbert H€, que contiene a H como subespacio, y
una representacion unitaria ue : G — B(H®) tales que uy = Pufi, Vt € G. En particular,
las representaciones parciales son mapas definidos positivos.

Demostracién: Sean a y af como antes. Observamos que a u : G — B(H) le cor-
responde 7, : Cj(G) — B(H), y a su vez a esta representacién le corresponde 7y, :
C(X) Xpe G — B(H). A esta tltima representacion le corresponde un par (7€, u¢) como
vimos antes.

Nétese que, por ser X abierto y cerrado en X¢, 1. € C'(X€). Se verifica que
(10e)(104)(1e0e) = (Ledt)(Lede) = 146;.
Entonces,

up = my(1401) = Pme(1e0e)(104)(1ede )i = Pmé(1ede)usm®(Lede)i.

Sea @ : H® — H€ la proyeccién segin H. Se cumple que PQ = P, Qi = iy
Qm(1ede) = Q = 7°(1:6.)Q. Por lo tanto,
Pr¢(1:0.) = PQn(1lede) = PQ =P
y m(lede)i = 7 (Lede)Qi = Qi =1,
de donde concluimos que u; = Puft.

Por dltimo, obsérvese que, si n > 0, t1,t2,...,t, € Gy hi,hs,..., h, € H, entonces:

0< H S ugi(hy)
i=1

‘ 2

=y (Pu%ltii(h,-),hj> = (w1, (M), ).

1,j=1 1,j=1

3. Promediabilidad del grupo y promediabilidad del fibrado

La proposicién que sigue es un resultado de Zeller-Meier (ver [ZM68, 5.2]). Nuestro
objetivo es obtener una generalizacién de este resultado que involucra a las acciones par-
ciales de un grupo G sobre una C*-algebra conmutativa. Antes de probar la proposicién
incluimos un lema que demuestra una condicién de promediabilidad de grupos.

LEMA 3.27. Sea G un grupo discreto. Si g : G — C es una funcion, sea g tal que
g(t) = g(t=1). Supongamos que se cumple la siguiente propiedad:

Si f € 11(G) verifica que, Vg de soporte compacto, Yoca f)(gxg)(t) >0,
entonces ), f(t) > 0.

Entonces G es promediable.

Demostracion: En virtud de B.8, alcanza con probar que la funcién 1 es el limite
uniforme sobre subconjuntos compactos de G de funciones de la forma g*g, con g € C.(G).

Sea @ = {9 definida positiva : 1 es el limite uniforme en compactos de funciones de
la forma g * g,g € C.(G)} (ver B.3). El conjunto @ es un cono convexo y w*-cerrado de
[°(G) (ver [Dix83, 18.3.5]). Por lo tanto, @ coincide con su bipolar (ver [NB85, 9.3.6]),
es decir

Q={n:1°(G) = C: > n(s)h(s) =0, Vh e I'(G): > _(s)h(s) > 0sith € Q}.

seG seG
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Queremos probar que 1 € Q. Equivalentemente, si h € I'(G) verifica que, Vg de soporte
compacto, Y ..~ h(s)(g*g)(s) > 0, entonces Y . h(s)1(s) >0, y eso es lo que estamos
suponiendo. Luego, G es promediable.

PROPOSICION 3.28. Supongamos que B es una C*-dlgebra con unidad y B una accidn
de G en B. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. G es promediable.
2. B es promediable y B tiene un estado G-invariante.

Demostracién: 1. =- 2. En virtud del corolario 2.45 podemos afirmar que 3 es prome-
diable. Sea m una media invariante a derecha por G (ver B.1) y sea ¢ un estado en B. Si
b € B, definimos ¢, : G — C tal que gu(t) = p(B(b)), Vt € G. Se cumple que ¢, € I*°(G),
ya que

Iebllc0 = sup [@n(t)] = sup [0 (B:(b))] < sup [|5:(b) ]| = [bll-
teG teG teG

Consideramos ¢, : B — C tal que ¢, (b) = m(gyp), Vb € B. Es inmediato que ¢y, es una
funcional lineal positiva. Ademas

[omll = @m(1p) = m(p1) = m(1) = 1.

En cuanto a la invariancia por la acciéon de G, si b € B, t € (G, entonces, como goﬁt(b)(s) =
©(Bst (b)) = @p(st) =¢ (pp)(s) y m es invariante por la translacién a derecha,

em(Be(b)) = m(p,m)) = mpp) = Pm(b).

Por lo tanto ¢,, es un estado G-invariante en B.

2. = 1. Sea f € I(G) tal que 3, f(s)(g * §)(s) = 0, Vg € Ce(G). Definimos
F : G — Bg tal que F(t) = f(t)lp, Vt € G. Nétese que ||F||1 = ||f|1, y por lo tanto
F € 11(B).

Elegimos una representacion 7 del fibrado B, en un espacio de Hilbert H tal que T B,
es fiel. Como en el lema 2.41, 7 induce una representacién 7y : I1(B,) — B(H ®*(G)) tal

que mA(9) = D _seam(9(s)) ® )\( ). En dicho lema probamos que la representacién inducida
por my en C)(B,) es fiel. En este caso, C(B,) = C*(B,). Notese ademds que

mA(F) =Y w(f()1) @ A(s) =Tdz @ > f(s)A(s)

seG se€G

ysihel2(Q),teG
D f(s)A(s) Z (s7't) = (f = h)(t) = A(f)(R)(D).

seG

eG
Por lo tanto 7)\(F) = Ids @A(f), vy esto implica que m\(F) > 0, porque la condicién
9);

);
0< Y .caf(8)g*xg)(s) = (Af)g, Vg € C.(G), dice que \(f) > 0. Entonces, por ser
7y una representacion fiel de C(B,) = C*(B,), concluimos que F' > 0 como elemento de

C*(Bp)-
Sea ¢ un estado G-invariante de B. Llamamos ® al mapa ® : [*(Bg) — C tal que

P(g) = > e p(9(s))-

Veamos que ® es una funcional lineal positiva. La linealidad es inmediata. Nétese que

®(9)l <Y lelgNI < D llg)l = llglh-

seG seG
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Sig=>1", X, 1, € C.(Bg), entonces

(g xg) = D e((g"*9)(s) =) ol E Xy oty ()
. g o
.7

seG seG  i,j=1
= D e(Baib)) = Y @(bb).
ij=1 ij=1

En la dltima igualdad se usé la invariancia de ¢ con respecto a la accion de G. Luego,
si p: B — B(X) es la representacién que corresponde a través de la GNS a ¢, para un
vector ¢ de norma 1 del espacio de Hilbert X, se cumple que

0<||Zp )¢ = Zp DG p(0)C) = D (p(b5b:)¢,C) = > p(b5bi).
j=1 i,j=1 ij=1

Por lo tanto ® > 0. En partlcular,

0<B(F) = o(f(s)1) = f(s)

seG seG
como queriamos probar.

OBSERVACION 3.29. En la demostracién del teorema la existencia de 1p es usada
Unicamente para probar que la funcional ¢,, construida en la demostracién de 1. = 2.
es un estado. A priori, alcanzaria con probar que es no nula y luego normalizarla. Sin
embargo, no podemos asegurar que ¢,, sea no nula si B no tiene unidad. El siguiente
ejemplo muestra que en ese caso el teorema anterior no se cumple.

EJEMPLO 3.30. Sea G un grupo discreto infinito y promediable. Sea B = Cy(G) y sea
B la accién de G en B por translacién a izquierda, es decir B;(g)(s) = gi(s) = g(t's),
Vit,s € GG, g € B. Por medio de 1.8, a 3 le corresponde la accién o, 0 : G X G — G tal que
oi(s) =t"1s

Pero en B no hay estados G-invariantes. Supongamos que si hay. Por 1.17, la medida
de Radon positiva y de norma 1 que corresponde a ¢ debe ser G-invariante. Luego, p es
una medida de Haar a izquierda en G y como v, la medida de conteo en GG, es medida de
Haar a izquierda, debe ser 1 = pu(G) = ev(G) = oo, para algin ¢ > 0, y esto es absurdo.

A continuacién, gracias a la equivalencia entre la promediabilidad de una accién par-
cial y de su accién envolvente y al teorema 1.22, obtenemos para el caso de C*-dlgebras
conmutativas la siguiente versién de 3.28.

TEOREMA 3.31. Sea A = Cy(X) una C*-dlgebra conmutativa. Supongamos que o
es una accion parcial de un grupo G en A que tiene accion envolvente (8,Co(X€)). Si
B = Cy(X°®) tiene unidad, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. G es promediable.
2. B es promediable y existe un estado en B que es G-invariante.
3. «a es promediable y existe un estado en A que es G-invariante.

Demostracion: En vista de 3.28, 3.15 y 1.22, s6lo tenemos que probar que la existencia
de un estado ¢ que es G-invariante en B asegura la existencia de un estado G-invariante
en A. Nétese que la restriccion de ¢ a A no puede ser nula: si lo fuera, entonces 0 = p(a) =
o(Bi(a)), Ya € At € Gy por lo tanto p([5(A)]) = 0, de donde ¢ es nulo. Luego, alcanza

. 2 . .
con considerar ¢ = m, que es un estado G-invariante en A.
A

O






Apéndice A
Moédulos de Hilbert y equivalencia Morita

Dedicamos esta seccién a recordar algunas definiciones y propiedades sobre mddulos
de Hilbert y equivalencia Morita que son utilizados a lo largo del trabajo. Es referencia
para lo que sigue [Ach03].

DEFINICIONES A.1. Se dice que (X, A4,:) es un A-mdédulo a izquierda si X es un
C-espacio vectorial, A es una C*-algebra y - : A x X — X es un mapa, llamado accién,
con las siguientes propiedades:

la-(z+y)=a-xz+a-yya-(Ax)=Aa-x)
2. (a+b)-z=a-z+b-z, (Na)-z=Na-z)y (ab)-x=a-(b-x)
Ve,y € X, a,b € A, A € C. Escribimos 4.X.

Decimos que (X, A, ) es un A-médulo a derecha si - : X x A — X tiene propiedades
andlogas a derecha. Escribimos X 4.

Si ademds X y A son seminormados (respectivamente, normados) y se cumple que
lla - z|| < |lalll|z]] (o ||z - al < ||z||||a||, si estamos considerando la estructura a derecha)
Va € A, x € X, decimos que X es un A-médulo seminormado (respectivamente, normado).

Un A-médulo normado X es de Banach si A y X lo son.
Un A-médulo seminormado X es no degenerado si span(A - X) = X (si estamos con-
siderando la estructura a derecha, span(X - A) = X).

Supongamos que X es un A-moédulo a izquierda y un B-mddulo a derecha. Si se cumple

que
a-(x-b)=(a-z)-b YVac A, be B,z € X,

decimos que X es un A-B-bimddulo y escribimos 4 Xp. Si ademés 4 X y Xp son seminor-
mados, considerando la misma seminorma en X, (respectivamente, son normados, son de
Banach), entonces 4 Xp es seminormado (respectivamente, normado, de Banach).

Decimos que A es una pre-C*-dlgebra si es una *-algebra normada tal que [[a*a| =
lal|?, Va € A.

Sean A una pre-C*-dlgebra y X un A-mddulo a izquierda. Un semiproducto interno
en X a valores en A es un mapa (-,-) : X x X — A tal que

1. (-,-) es lineal en la primera variable y (a - x,y) = a - (z,y),

2. (@, y)" =(y,2) y
3. (z,x) >0,

Va,y € X, a € A. Escribimos 4(-, ).

Si ademés se cumple que si z € X y (x,z) = 0, entonces x = 0, decimos que (-,-) es
un producto interno en X a valores en A.
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Si X es un A-médulo a derecha, la definiciéon es andloga, sustituyendo la primera
condicién por

1. (-,-) es lineal en la segunda variable y (z,y - a) = (x,y) - a,

Va,y € X, a € A. Escribimos (-, -) 4.

En lo que sigue, a menos que se explicite lo contrario, consideraremos modulos a
izquierda y no escribiremos los resultados andlogos que involucran a los médulos a derecha.

Sea X un A-médulo con semiproducto interno. Definimos |z| = +/(z,z) € Ay

||| := /||{z,2z)|| € C, Yo € X. Se verifica que ||z| = ||\/(z, )|, Vo € X.

PROPOSICION A.2. Desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Sea X un A-mddulo con semiproducto interno. Entonces:

[z, )* < (@, 2) (v, y) Va,y € X.

COROLARIO A.3. Si X es un A-mddulo con semiproducto interno (respectivamente,
con producto interno), entonces el mapa x — ||z| es una seminorma (respectivamente,
una norma) en X que satisface:

la - z[| < lal[[l],

[z )| < [l[ll[yll,
Vae A, z,y e X.

A partir de ahora, consideraremos dicha seminorma (respectivamente, norma) en X.

DEFINICION A.4. Un A-médulo con semiproducto interno es pleno si span(X, X) = A.

Un A-moédulo con producto interno en el que A y X son normados es un C*-moddulo
de Hilbert o A-moédulo de Hilbert.

OBSERVACION A.5. Los C-médulos de Hilbert a izquierda son los espacios de Hilbert.

Los moédulos de Hilbert son no degenerados. Mas atn, si X es un médulo de Hilbert,
se verifica que span(X, X) - X = X.

DEFINICION A.6. Sean dos A-médulos de Hilbert X
adjuntable si existe un mapa T : X — Y tal que (T'(z),
Decimos que T™ es un adjunto de T

Notamos £(X,Y):={T: X — Y : T es adjuntable} y £(X) := L(X, X).
PROPOSICION A.7. Sean dos A-mddulos de Hilbert X eY .

Y. UnmapaT : X — Y es

(6]
y) = (x,T*(y)), Ve € X,y €Y.

1. §iT es adjuntable, entonces T es A-lineal y acotado y T tiene un unico adjunto,
que escribimos T*. Se cumple que T™ es adjuntable y el adjunto de T* esT.

2. i T € L(X,Y), entonces ||[T*|| = ||T|| y ||T*T| = ||T||

3. L(X,Y) es un subespacio cerrado de B(X,Y).

COROLARIO A.8. Si X es un mddulo de Hilbert, entonces L(X) es una C*-dlgebra con
unidad con la estructura de dlgebra normada de B(X) y la involucion dada por el adjunto.

EJEMPLO A.9. El élgebra K(X)
Sean dos A-médulos de Hilbert X e Y. Siz € X ey € Y, sea 0., : X — Y tal que
0zy(2) = (z,7) - y. Entonces el mapa 0, , es adjuntable y 0 , = 0, ..

Sea K(X,Y)=span{l,, : € X,y Y} C L(X,Y) y sea K(X) := K(X, X).

Se cumple que K(X) es un ideal de £(X).

Cuando sea necesario hacer referencia a A, escribiremos K(4X).
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PROPOSICION A.10. Sea un A-mddulo de Hilbert X. Entonces X es un X(X)-mddulo
de Hilbert a derecha pleno con las siguientes operaciones:
X XKX) X 20y =0,y(2),
() X x X =>K(X) (z,y) =01y,
Va,y,z € X. Ademds las normas inducidas por K(X) y A en X coinciden.

DEFINICION A.11. Sean dos C*-dlgebras A y B y un espacio vectorial X sobre C.
Decimos que X es un A-B-bimédulo de equivalencia Morita si:

s 4 X y Xp son moédulos de Hilbert plenos y
» se cumple que g(z,y) - z=x"-(y,2)p, Vx,y,z € X.

EJEMPLO A.12. Si 24X es un mdédulo de Hilbert pleno, entonces X es un A-K(X)-
bimédulo de equivalencia Morita.

PROPOSICION A.13. Si X es un A-B-bimddulo de equivalencia Morita, entonces el
mapa ¢ : B — KX(4X) correspondiente a la accion de B en X (es decir, p(b)r =x-b ) es

un *-isomorfismo que satisface v -b=x-p(b) y p({z,y)B) = (T, Y)x(4x)-

COROLARIO A.14. Si X es un A-B-bimddulo de equivalencia Morita y un A-C-bimddu-
lo de equivalencia Morita, entonces B ~ C, via el mapa (z,y)p — (z,y)c, Yo,y € X.

COROLARIO A.15. Si X es un A-B-bimddulo de equivalencia Morita, entonces las
normas || - ||a y || - || coinciden.

DEFINICION A.16. Sean A y B C*-dlgebras. Decimos que A es equivalente Morita a

B, y escribimos A X B, si existe algin A-B-bimddulo de equivalencia Morita.

sia¥p y X es un A-B-bimédulo de equivalencia Morita, decimos que A es equiva-
lente Morita a B via X.

PROPOSICION A.17. La equivalencia Morita es una relacion de equivalencia.

PROPOSICION A.18. Si A y B son C*-dlgebras, entonces A X Bsi y sélo si A ~ K(Xp)
para algun modulo de Hilbert pleno Xpg.

DEFINICIONES A.19. Sean A y B C*-dlgebras. Si 24X es un médulo de Hilbert a
izquierda, decimos que B actia en 4X por operadores adjuntables si X es un B-moédulo
a derecha que verifica 4(x,y-b) =4 (xz-b*,y), Vb € B,z,y € X. En este caso, decimos que
4Xxp es un A-B-bimédulo de Hilbert a izquierda.

Si Y es un C-espacio vectorial y 4X es un A-mddulo, el producto tensorial de X e
Y como espacios vectoriales X ® Y es un A-mdédulo a izquierda con la siguiente accién:
a-(rOy)=a-x0y,Va € A,x € X,y € Y. Si ademds Y es un B-médulo de Hilbert
a izquierda y 4 X+p es un A-B-bimédulo de Hilbert a izquierda, entonces existe un tinico
semiproducto interno sobre A en 4(X ®Y) tal que

Al O y1, 22 O y2) =4 (21 - (Y1,Y2),22) Yar,22 € X, y1,52 € Y.

Llamamos producto tensorial interno Xg®Y de 4 X+p y gY ala completaciéon de Hausdorff
(ver [Ach03]) de 4(X ®Y') con respecto a 4(-,-). Supongamos que Y es un B-C-bimédulo
de Hilbert a izquierda, para alguna C*-dlgebra C. Entonces 4(X ® Y') admite una tnica
accion adjuntable de C tal que

(z®y) - c=z®y-c YeeC,xe X,yeY.

El A-C bimédulo de Hilbert obtenido asi se llama producto tensorial interno y se escribe
AX ®Y)-c.
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OBSERVACION A.20. Dados una C*-dlgebra C' y un A-médulo de Hilbert a izquierda
X, una representacién de C' sobre 4X es un s-morfismo 7 : C? — L(4X). Al consider-
ar C°P, la C*-dlgebra opuesta de C, estamos pidiendo que el comportamiento de ™ con
respecto al producto de C sea tal que w(cc’) = w(c)w(c), Ve, € C. Esto permite que
cada representacion 7 defina una accién a derecha de C' en X dada por z - ¢ = 7(c)(x),
Vz € X,c € C. Notamos repy(C) a la clase de las representaciones de C sobre 4X.
Mediante la accién recién definida, rep4(C) estd en correspondencia con la clase de los
A-C-bimdédulos de Hilbert a izquierda. A partir de la construccién del producto tensorial
interno de bimdédulos de Hilbert y de la correspondencia entre bimédulos de Hilbert y
representaciones, podemos inducir representaciones de la manera que sigue. Fijado un B-
C-bimédulo de Hilbert a izquierda gpY+¢ y dado un A-B-bimdédulo de Hilbert a izquierda
AX+p, mediante el producto tensorial interno obtenemos el A-C-bimédulo 4(X ® Y)«¢.
En términos de representaciones, si m : B — L£(4X) es una representacién, obtenemos
Y —Indm:C — L(4(X ®Y)) dada por

Y-Indn(c)(z®@y)=2®y-c YVeeC,xe X,yeY.

La férmula anterior puede parecer extrana en un primer momento debido a la ausencia de
7. Pero debemos recordar que 7 estd “escondida” en la construccién del producto tensorial.

Consideremos ahora un bimédulo de equivalencia Morita 4 Xpg, en particular, es un
A-B-bimédulo de Hilbert a izquierda. Luego, si 7 : A — B(H) = L(cH) es una rep-
resentacién en un espacio de Hilbert H, induce una representacion X-Indw : B —
L(c(H® X)) tal que

X —-Ind(d)(h®@&)=h®&-b Yobe B,he H,{ € X.

Notar que L(c(H ® X)) = B(H® X).



Apéndice B
Promediabilidad de grupos discretos

En este apéndice recordamos definiciones y resultados que conciernen a los grupos
promediables, algunos de los cuales son usados a lo largo del trabajo. Puesto que en este
trabajo sélo consideramos grupos discretos, enunciaremos las definiciones y los resultados
en este contexto, aunque valgan para grupos localmente compactos y de Hausdorff. Ver
[Mar04].

El estudio de la condicion de promediabilidad tiene su origen en un problema planteada
por Lebesgue a principios del siglo XX relacionado con la existencia de ciertas medidas
invariantes por translaciones. Mas adelante, esto llevé a von Neumann a definir la clase
de los grupos en los cuales existe una medida aditiva invariante con respecto a la accion
por multiplicacién a izquierda y que asigna el valor 1 a todo el grupo. La denominacion
de “amenable” (en inglés) a tales grupos se debe a Day. En francés se usa el término
“moyennable” y en castellano usamos el término “promediable”. La definicién que damos
mas adelante de grupo promediable en términos de la existencia de una media invariante
fue propuesta por Day. Ademés de en el contexto de los grupos y de los fibrado de Fell,
también se estudia la promediabilidad de, por ejemplo, semigrupos y dlgebras de Banach,
involucrando un espectro sorprendentemente amplio de teorias matemaéticas (ver [Pat88]).

Con el objetivo de que este trabajo y [Mar04] sean autocontenidos en lo que refiere a
la promediabilidad de grupos, incluimos al final de esta seccion la prueba de dos resultados
que son utilizados en 2.45 y 3.27.

En lo que sigue, G es un grupo discreto en el que consideramos la medida de conteo.
Con respecto a esa medida consideramos los espacios IP(G).

DEFINICIONES B.1. Una funcién m : [*°(G) — C es una media si m € §(I°°(G)), el
espacio de los estados en [*°(G).

Decimos que una media m en G es invariante a izquierda si
m(er) =m(e), Vo el™(G), ted,
donde ¢i(z) = ¢(tz), Vt,z € G.
Una media m en G es invariante a derecha si
m(wp) =m(p), Ve €l®(G), L€,

donde p(x) = p(xt), Vt,z € G.

Decimos que el grupo G es promediable a izquierda (reciprocamente, a derecha) si
existe una media invariante a izquierda (derecha) en G. Notar que si m es una media
invariante a izquierda, entonces n tal que n(yp) = m(p), donde p(x) = p(z~!), es una
media invariante a derecha. Por lo tanto, decimos que G es promediable si existe una
media invariante en G a uno de los dos lados (y por lo tanto, a los dos lados).

EJEMPLOS B.2. Si G es un grupo abeliano, compacto o resoluble, entonces G es pro-
mediable.
Si G es un grupo promediable, entonces los subgrupos de G son promediables.
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Sin > 2, el grupo libre en n generadores ), no es promediable.
DEFINICION B.3. Sea ¢ : G — C una funcién. Decimos que ¢ es definida positiva si

VS1,82,...,8n, Q1,Q2,...,Q, tales que s; € G, a; € C, con i =1,2,...,n,
n > 1, se verifica que

n
> aige(s;s) > 0.
ij=1

DEFINICION B.4. La representacién regular a izquierda de I'(G) es X : I1(G) —

B(I?(@)) tal que A(f)(€) = fx£. Llamamos C*-dlgebra reducida de G a C(G) := A(I1(Q)).

DEFINICION B.5. Si A es una x-algebra de Banach, podemos asociarle un par (C*(A), ¢),
con C*(A) una C*-dlgebra y ¢ : A — C*(A) un *-homomorfismo que cumple la siguiente
propiedad universal:

Si ¢ es un *-homomorfismo de A en una C*-algebra C, entonces existe
un homomorfismo de C*-dlgebras ¢! : C*(A) — C, que hace conmutar el
siguiente diagrama:

A d C
Ll %
C*(4)

El par (C*(A), ¢), que es unico a menos de isomorfismos, se llama C*-algebra envol-
vente de A ([Dix83, 2.7]). Veamos una manera de obtener la C*-algebra envolvente de
A.

Consideremos la siguiente familia de funciones:
H={p:A— C : ¢ es un x-homomorfismo, siendo C' una C*-algebra }
y la siguiente seminorma: || ||f : A — R, |la||" = sup{||p(a)| : ¢ € H}. Notar que
le(a)|l < |lall, para todo a € A y para todo ¢ € H, de donde ||al|f < occ.
Sea N = {a € A : ||aHT =0}yseam: A — % la proyeccién candnica. Luego,
C*(A) = MH I’ e ¢ = inc -, siendo inc : 7(A) — mll I"
Si G es un grupo, su C*-dlgebra envolvente, que notamos C*(G), es C*(I}(Q)).

la inclusién.

TEOREMA B.6. Propiedad de contencion débil
Sea G un grupo. Entonces G es promediable si y sélo si A es un isomorfismo.

PROPOSICION B.7. Si G es promediable, entonces existe una red {gq}aep C 12(G), con
llgallz < M, ¥d € D, tal que
1f =1 .
lim > ga(r)ga(rt) vied
reG
Demostracién: Si G es promediable, en la demostracién de [Mar04, 3.35] probamos
la existencia de una red {gg4}4ep de funciones de soporte compacto tales que ||gqll2 = 1,

Vd € D, y que verifican que, si §(t) = gq(t~1), entonces:
> (Ga* ga)(r)f(r) —> > f(r) Vf €1H(G).
reG reG

En particular, gg * ga(t) 7 1, vVt e G.
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Notar que g4 * ga(t) = Y, 9a(r)ga(rt), y con esto termina la prueba.

PROPOSICION B.8. Sea 1 : G — C la funcidén constante 1. Supongamos que 1 es el
limite uniforme sobre subconjuntos compactos de funciones de la forma g*g, donde g tiene
soporte compacto. Entonces G es promediable.

Demostracion: Podemos suponer que (g * §)(e) = 1. Notar que (g * §)(t) € [*(G).
Recordar que [°°(G) es isométricamente isomorfo a I*(G)" via ¢ — I,, donde I,(f) =
>teq f(O)p(t). En particular, Ip.g(f) = (A(f)(3), ), Vf € I'(G).

Si 1 es el limite uniforme sobre subconjuntos compactos de funciones de la forma g g,
por el lema [Mar04, 3.18], I; es el limite w* de funcionales de la forma I,;, que son
funcionales asociadas a la representacién regular. Entonces, la proposicién [Mar04, 3.34]
nos permite afirmar que 1, vista como representacién de C*(G), estd débilmente contenida
en A, Por la observacién posterior a [Mar04, 3.35], concluimos que G es promediable.
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